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يسرني ويشرفني أن أقدم هذا العمل المتواضع لطلابي الأعزاء الذين أعتبرهم جميعاً أبنائي، وأقدمه كذلك لزملائي 

المعلمين الذين أعتبرهم جميعاً أساتذتي ، وأنا بهذا العمل لا أمتاز على أحد منهم  ،ولا أتفضل عليهم ، وكلي صدر 

 هذا الكتاب . ولحوملاحظاتهم رحب لاستقبال آرائهم 

عمدت إلى تقديم موضوعات كتاب أقدم الطبعة الأولى من كتاب الممتاز للصف الثاني عشر )علمي وصناعي( ، وقد 

كما وردت في كتاب الوزارة ، وقمت بشرحها بطرق مختصرة والنظريات والتعميمات  بالمفاهيم بدأت حيث الوزارة 

ة أمثلة توضيحية متدرجة في الصعوبة حتى يتمكن الطالب من ، وقدمت بعد كل مفهوم أو نظرية أو مهارموجزة 

 استيعاب ذلك المفهوم ، وفهم تلك النظرية وإتقان تلك المهارة . 

منها  اًالهامة التي تغطي جميع جوانب المادة ،  حيث أن كثير ثرائيةموضوع مجموعة من التمارين الا ثم وضعت على كل

الجواب النهائي حتى يتسنى للطالب تقييم نفسه ، والحكم على  مع كل سؤال ورد في امتحانات سابقة  ، وقد أرفقت

  . قادمةأسئلة وتجنبها في  ومعالجتها  الأخطاء تدارك ومن ثم ، نه من أداء المهارة  مدى تمك

يات ، يحوز هذا العمل على إعجابكم ورضاكم ، وأن يكون حافزاً للطالب للانطلاق في عالم الرياض في الختام أرجو أن

مكان بين الأمم وأتمنى كذلك أن  إذا أرادت أن يكون لها ذلك العلم الذي هو أداة لتقدم الشعوب وتطورها وتقدمها 

  ........أداة له للتقدم والتفوق والنجاح وللتميز ،  للطالبدافعاً يكون 

 رامي عاشور .أ                                                    

                                                     8/8/2019 
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 Rate of changeمتوسط التغير  1-1
 

 تعريف :  

r(s)إذا كان    w  اقترانا وتغيرتs   1منs 2إلىs     ، 1s2s  : فإن 

 التغير في s 2يساويs1s  ونرمز له بالرمزs يقرأ دلتا وs 

  التغير في الاقتران s r  1اقترانا يساوي 2s)r ( s)r(   ويرمز له بالرمزw 

  متوسط التغير في الاقتران s r w  يساوي
w

s




 

                                           
1 2 1 2

1 2 1 2

s)r ( s)r w w

s s s s

(  
 

 
 

1ويمكن كتابته على الصورة  1s)r (i s)r w

i s

(   



                                                                        

0حيث  s i    1عند ونسميه اقتران متوسط التغيرs 
   

 :1مثال
 

2إذا كان  
1 s s (s)r    فأوجد التغير في(s)r wعندما تتغير س 

12من  (  1   s 25إلى s 

14من  ( 2   s  22إلى s  

11من  ( 3 s   2إلىs   3بحيث s   
   

 :الحـل
 

 1)    2 r 5 r w   

       24 1 2 4 1 5 25       
 

2)    4 r 2 r w    

  
       2 2

1 4 4 1 2 2        

       18 1 4 16 1 2 4        
 

3) 
1 2

4 3 1 s s s         

   
   1 2

s r s r w   

               1 r 4 r    

                     2 2
1 1 1 1 4 4          

             
 1 4 16           (1 1 1)              12  
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 :2مثال
 

sإذا كان   s (s)i   ،أوجد متوسط التغير في (s)i  بين
1s2


     ،

23 s  

   

 :الحـل

 

 
 متوسط التغير

   3 3 ( )i ( 3)i
2 2 2

5 3
2 2

    

  

   
 


  

                                               
(1 0) (0 1 )1 1

0 5 5
2 2
 

    
    

   

 :3مثال
 

عندما تتغير س من    r(s)إذا كان متوسط تغير 
11 s    إلى

29 s    ًأوجد متوسط التغير   5مساويا ،

5)2في الاقتران  s2)r s (s)g   بين
12 s      ،

22 s    

   

 :الحـل

 

 
متوسط التغير في 

(1)r (9)r
5 (s)r

1 9


 


  

                                 40 (1)r (9)r    (   ...............1 ) 

  g(s)متوسط التغير في 
 

(2 )g (2)g
2 2
 


 

  
  22(5 2 2)r 2 (5 2 2)r 2

4
     

  

                                                           
(1)r4 (9)r4

40 (1)r (9)r
4


    

 : تعريف  

من s تتغير عندماr(s) للاقتران التغير متوسط  
1s إلى

2s بالنقطتين المار القاطع يليساوي م

1 1(( s)r s) ، 2 2(( s)r s)الموجب الاتجاه مع للمنحنى القاطع صنعها يالتي ى الزاوية ونسمي 

 (القاطع ميل=  ىظا)  ويكون ، لمستقيما ميل بزاوية لمحورالسينات
 

 

  

 :4مثال
 

2الاقتران نحنىم ستقيمم قطع إذا 
6 s4 s (s)r  (2))النقطتين عند r 2)،((3) r  : ،جد(3

متوسط تغير الاقتران في الفترة  (1   2  . 

 ل المستقيم ميل زاويةقياس  (2
   

 : لالح
 

 متوسط تغير ق)س( في الفترة  (1  2  ميل المستقيم ل 

  
                                =

(2)r (3)r

2 3




 =

2 2
(6 (2)4 2) (6 (3)4 3)

2 3

    


 

                                =
(6 8 4) (6 12 9)

2 3

    


 =

2 3

1


=  1 
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d= ميل المستقيم ل بما أن ( 2   
 

1إذن  d      1، ومنها
(1) d

4

 
  

   

 :5مثال
 

إذا كان متوسط تغير الاقتران   s r في الفترة 5  ، احسب متوسط تغير الاقتران   6يساوي  2
     

2
s2 s r s s i    علما بأن s i  يمر بالنقطة 2 

   

 الحـل :
 

بما أن متوسط تغير الاقتران   s r في الفترة 5  6يساوي  2
  

       إذن    
   2 r 5 r

18 2 r 5 r 6
2 5


   


   (..................1) 

 s i  2يمر بالنقطة( )                   16 2 i        

ومنها       2
3 2 r 12 2 r4 16 2 2 2 r 2         

        (1عويض في المعادلة )بالت 18 (3 ) 5 r                       15 5 r  

الاقترانمتوسط تغير  s i  في الفترة 5 2=
(2)I (5)I

2 5




 

                                                 

2 2
(2 2 (2)r 2) (5 2 (5)r 5)

2 5

    


   

                                                   =
(4 3 4) (10 15 25)

3

    
  

                                                         
3

(16 ) (365)


 
 

                                                               
381
3

 127 

 

 

المعنى الفيزيائي لمتوسط التغير :
    

تعريف :  
 

r(k)إذا كانت    t  حيث ف المسافة التي يقطعها الجسم ، ن الزمن ، فإن متوسط التغير في المسافة عندما تتغير ن

tهو  2إلى ن 1من ن
K



 =1 2

1 2

t t

K K




  =1 2

1 2

( K) r ( K) r

K K




 

وتسمى السرعة المتوسطة في الفترة  2 1K K
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 :6مثال
 

و بعد ن من الثواني يعطى يتحرك جسم على خط مستقيم ، بحيث أن بعده ف بالأمتار عن النقطة 
 

23بالقاعدة :    k k2 (k)r t       ،     :  جد 

في الفترة   ( السرعة المتوسطة1    20 

كانت السرعة المتوسطة في الفترة ( إذا 2    h1  م/ث . جد قيمة  25تساويh 
   

 :الحـل
 

السرعة المتوسطة( 1 
(0)r (2)r t

0 2 k

 
 

 
=

2 2(3 0 (0)2) (3 2 (2)2)
0 2

    


 

                                                    (3 ) 710
5

2 2

 
                          

  

 

2)
(1)r (h)r t

1 h k

 
 

 

   2 2
3 1 (1)2 3 h h2

1 h

    



2
0 3 h h2

1 h

  



 

 إذن        
2

3 h h2
25

1 h

 



      

ومنها    
2

1 h 25 3 h h2    

           2
25 h25 3 h h2    

2
0 22 h24 h2   

2
0 11 h12 h   
  0 11 h 1 h   

1  إما h11)مرفوض(   أو h 

   
 :7مثال

 
 

لتكن :  

2
1 s s

s r
1 s 1 s2




 





 

 صفر إلى 1عندما تتغير س من  الاقترانمتوسط التغير في ( 1 جد : 

(قيمة هـ الموجبة التي تجعل متوسط التغير في الفترة 2         i 2  7يساوي 

   

 :الحـل

 

 
  متوسط التغير (1

2 (1) (1 0 2) (1)r (0)r1 1
2

1 1 1 0
    

   
  

 

 

 

2)    
(2)r (i 2)r

7
2 i 2
 


 
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2 22 (i 2)

7
i

 
  

  
2i7 4 i i4 4        

     20 i3 i      
0 (3 i)i  

0إما          i  3  ) مرفوض(      أو i 

 

 :8مثال
 

إذا كان   
h

f s r
s

  ، ] [ s ،[   ،]  ،f h، 

أثبت أن متوسط التغير للاقتران  s r  في الفترة ] hيساوي  ]

][

 

   
 :الحـل

 
 في الفترةr(s)تغير متوسط  ] [ ([)r (])r

[ ]





 

                                             
h h(f ) (f )
[ ]

[ ]

  



 

h h
[ ]
[ ]





 

                                             
]h [h

][
[ ]






 (] [)h1
[ ] ][


 


  h

][


 

                                                                                                                                        
  1-1تمارين 

 

2إذا كان  -1

4

s
(s)r جد قيمة متوسط التغير للاقتران ،(s)r 3إلى  2عندما تتغير س من   

5:الجواب                                                                                                                        

9

  

 

ليكن   -2  2

2 s 4 s3
s r

2 s s3 s

 


 
  ،  جد           

  11 الجواب                                           3إلى  1عندما تتغير س من  r(s)التغير في الاقتران  - أ

                                               1-إلى  2عندما تتغير س من  r(s)توسط تغير م - ب

 3 الجواب
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إذا كان متوسط التغير للاقتران  -3 s i في الفترة 0 حيث      6يساوي           

   
3

1 s5 s r s i   جد متوسط التغير للاقتران ، s r في الفترة 0 

 11 الجواب                                                                                                            

 

 

 

 الشكل المقابل منحنى ق  يمثل -4

في الفترة  r(s)متوسط تغير جد   -1 51     

                          fhاحسب ميل العمودي على القاطع  -2

 1 الجواب                               

 

    

 

تحرك جسم في المستوى الاحداثي على خط مستقيم  -5 w s h إلى 5 2 f ، إذا كانتs 0.1 ، 

w  6جد إحداثيي النقطة 0و ،h                                                      

 (1.9،4.4) : الجواب                                                                                   

 

في الفترة  r(s)إذا كان متوسط التغير للاقتران  -6 4 ان وك 3يساوي  1   2 4 r 1 r  ، جد متوسط التغير 

قتران للا 
2

(s) r s i على الفترة 4 1                                                            

 6 الجواب                                                                                                                                 

 

 

في الفترة r(s)إذا كان متوسط التغير للاقتران  -7 5 ، وكان متوسط التغير له في الفترة  7يساوي  2 9 ييساو  5

في الفترة r(s)جد متوسط التغير للاقتران  ، 14 9 2                                                                     

 11 الجواب                                                                                                                                      
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إذا كان  -8   s3 1 s2 s r    1، أوجد متوسط التغير في ق)س( بين

1
s

2
  ،2

3
s

2


 

 3 الجواب                                                                                                                                

 

إذا كان مقدار متوسط التغير في الاقتران  -9 
2

1 s s2 s r    11عندما  4يساوي s s s    ، 

1 الجواب                                                                                                    1sجد قيمة 

1
s

4
 

 

إذا كان متوسط التغير في الاقتران -10 2
s3 s2 s r   في الفترة 3 H  أوجد قيمة  11يساوي ،H  

1الجواب :                                                                                                                     H 

متوسط التغير في الاقتران  ما -11 s r
s

;
[    في الفترة F H  حيث; [ F H  

;الجواب :                                                                                                                        
hf
 

 

إذا كان  -12 s s r6 2   جد متوسط تغير الاقتران ، s r  في الفترة 41        

2:الجواب                                                                                                                              
3
  

 

r(1))إذا كان القاطع المار بالنقطتين  -13 1)  ،(4 الواقعتين على منحنى  (2 s r  يصنع زاوية قياسها
] 3

4
  مع

الاتجاه الموجب لمحور السينات  ، جد 1 r                                                                          

 5 الجواب                                                                                                                             

 

قدار التغير في الاقتران إذا كان م -14 s r  2يعطى بالعلاقة 2
(s )H (s )2 (s ) s3 w       

 وكانت    r I2 3 r

0 I

3
14

I4
 


    ما قيمة ،H  ؟                                 

1 الجواب                                                                                                                      h 

 

في الفترة  i(s)إذا كان متوسط التغير للاقتران  -15 2 1  جد متوسط التغير للاقتران  4يساوي ،(s)r الفترة في 

 3 3   21حيث s5 (2 s)i3 (1 s2)r     

7 الجواب
2
  
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 (Rules of Differentiation)قواعد الاشتقاق 1-2
   

 :(1) تعريف  

إذا كانت    s r w 1اقترانا معرفا عندs له ، وكانت في مجا   s r i s r

i i

 



موجودة فإن 

قيمة هذه النهاية تسمى المشتقة الأولى للاقتران  s r 1عندs  ، 

ونرمز لها بأحد الرموز الآتية :    1s r او
1s s w

أو 
1

w]
s]s s ويمكن كتابتها على الصورة 

   
 1

1
11

s r s r
s r

s s s s



 
 

   

 :(2) تعريف  

إذا كانت    s r اقترانا معرفا عندs1s : فإن 

   
 1 1

1

s r i s r
s r

i
i

  


 

) مشتقة  s r  1من يمين العددs  ) 

   
 1 1

1

s r i s r
s r

i 0 i

  


 

) مشتقة  s r  1من يسار العددs  ) 

وعندما     1s r
 = 1s rg


  1، فإن ق)س( قابل للاشتقاق عندs   وتكون 1s rg  

   

 :  (3) تعريف  

إذا كان الاقتران    s r  معرفا على f hفإن s r عند أطراف الفترة   غير قابل للاشتقاق f h. 

ن يكو s r  قابلا للاشتقاق على f h . إذا كان قابلا للاشتقاق عند كل نقطة فيها 
   

 (1قاعدة )  

إذا كان    [ s r حيثp فإن ] 0 s r  لجميع قيمp s 
   

 :1مثال 
 

جد   s r ( 1يلي : ) لكل مما s r3                     (2 ) 
2

s r
3


 

   

 :ـلالحـ
 

 (1)  0 s r 

  
(2)  0 s r 
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 : (2) قاعدة  

إذا كان    s s r   فإن 1 s r 
   

 ( :3قاعدة )  

إذا كان   s r  قابلا للاشتقاق  وكانp فإن  ]   s r[ s ; قابلا للاشتقاق  ويكون 

   s r [ s ; 
   

 :2مثال 
 

إذا كان   s3 s r   جد ، s r 
   

 الحـل :
 

  3 1 3 s r      
   

 ( 4) قاعدة  

إذا كان    s r  ، s i اقترانين قابلين للاشتقاق فإن(s)i (s)r (s);   للاشتقاق وتكون  قابلًا

(s) i (s) r (s) ;  
   

 : ملاحظة  

 ( صحيحة لأكثر من اقترانين4تبقى القاعدة )  
   

 :3مثال
 

إذا كان  4 3 l   ، 2 3 g   وكان ،     s g2 s l3 s r  جد ، 3 r 
   

 الحـل :
 

      s g2 s l3 s r  

       16 2 2 4 3 3 g2 3 l3 3 r       
   

 :4مثال
 

إذا كان   
1

s s r
2

 
 

  ، 40 s جد . s r 

 
   

 الحـل :
 

نعيد تعريف   s r كما تعلمنا سابقا  

  
 

2 s 0 0

4 s 2 1 s r

4 s 2

 

  








 

لاحظ أن     s r  2منفصلًا عند s    4وكذلك  عند s  
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 

2 s 0 0

4 s 2 0 s r

4 s 2 s 0 s l0y

 

  

  






 

أي أن  0 r ، غير موجودة 2 rا غير موجودة وكذلك أيض 4 r   غير موجودة 
    

 : ملاحظة  

 عند إيجاد المشتقة باستخدام قواعد الاشتقاق لابد من فحص الاتصال أولا  
   

 (5)قاعدة    

إذا كان    s r  ، s iفإن  اقترانين قابلين للاشتقاق(s)i (s)r (s);    قابل للاشتقاق 

(s)وتكون  r (s) i (s)r (s) ;(s)i    
   

 :5مثال
 

إذا كان      5 s 2 s3 s r    جد 1 r 
   

 الحـل :
 

  (5 s)3 1 (2 s3) s r     

ومنها    (5 1)3 1 (2 (1)3) 1 r    18 1 19 

 نظرية:  

إذا كان    
k

s s r  فإن ، 1 k
w k 1 k sk s r

 
  

   

 :6مثال
 

إذا كان   
2

7 s2 s s r       جد ، s r   ثم 4 r 
   

 الحـل :
 

  2 s2 s r      ومنها   6 2 8 2 4 2 4 r         
   

 ملاحظة  

إذا كان    s r كثير حدود فإنه يكون قابلا للاشتقاق 
   

 نظرية :  

إذا كان    s r  1قابلًا للاشتقاق عندs s  متصلًا عند هذه النقطة  نفإنه يكو  
   

 



 14         /أ.رامي عاشورالجزء الأول علمي 12ي الرياضيات للصف ف الممتاز

 :7مثال
 

 
إذا كان  

2
1 s 1 s2 s3

s r
1 s 3 sh2

  


 





 

1قابلا للاشتقاق عند  s   أوجد قيمة الثابت .h 
   

 الحـل :
 

ن بما أ  s r  1قابل للاشتقاق عند s                 s r 1متصل عند s 

وهذا يعني أن       s r s r
s s 


 

 

                        1 2 3 3 1 h2     

                            2 3 h2           3 2 h2                      
1

h
2


 

   

 (6قاعدة )  

إذا كان      s l s اقترانين قابلين للاشتقاق فإن ; 
 

 
 

s ;
0 s l s r

s l
   للاشتقاق قابل

وتكون 
       

  
 2

s l s ; s ; s l
s r

s l

  
 

   

 نتيجة    

إذا كان    
k

s s r  فإن ، 1 k
0 s w k sk s r


  

   

 :8مثال
 

إذا كان   
2

1 s5 s
2 s s r

6 s3

 
 


فجد   s r 

   

 الحـل :
 

     

 
 

2

2

3 1 s5 s 5 s2 6 s3
s r

6 s3

     



 

  
 

 
2 2

2

3 s15 s3 30 s12 s15 s6
s r

6 s3

     


 

2

2

27 s12 s3

6 s3

 


 

   

 

 
   المشتقات العليا   

إذا كانت ص = ق)س( حيث ق قابل للاشتقاق ، فإن المشتقة الأولى هي     w]s r ws] تمثل اقترانا

 مشتقتهاجديدا . وإذا كانت المشتقة الأولى قابلة للاشتقاق ، فإن  w] ]
s] s] تسمى المشتقة الثانية ، ويرمز لها

أو wبالرمز   s rأو
2

2
w ]
s]   وتقرأ ) دال اثنين ص دال س تربيع ( وهكذا بالنسبة للمشتقات الثالثة والرابعة

 إحدى الصور الآتية : ....... ونعبر عن المشتقة من الرتبة ن ب
 k w أوk

k
w ]

s]
أو 

 ks r 2، حيث k w k 
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 ملاحظة هامة:  

   
2

2

2w ] w]
s]s]  

   

 :9مثال
 

إذا كان   3 6
7 s2 s s r     جد ، s r ثم جد 

 4
3 r 

   

 الحـل :
 

  52
s6 s6 s r      

 4
s12 s30 s r  

   3
12 s120 s r                  

  (4)2
s360 s r 

 
2 (4)

3240 9 360 3 360 3 r     
   

 :10مثال
 

kإذا كان  
1 k

f
sh w

s
    ،k                         : عدد صحيح موجب  ، أثبت أن 

    2
w 1 k k w s  

   

 الحـل :
 

 k
1 k

f
sh w

s
   

        1 k k
sf sh

 
 

    1 k k
sf sh

 
  

k 1 k
s(k 1)f skh w

 
  

 1 k 2 k
s(k 1) k f s 1 k kh w

  
                بالضرب في(

2 s) 

 2 1 k 2 2 k 2
s(k 1) k f s s 1 k kh w ss   

      

 1 k k 2
s(k 1) k f s 1 k kh w s

 
    

  1 k k 2
sf sh 1 k k w s

 
   

  2
w 1 k k w s            ) وهو المطلوب ( 

   

 

 :11مثال
 

إذا كان   
2

2 s s r     ، 5 s4 s i      ، أوجد   1 i r 

   

 الحـل :
 

        s2 s r   
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 s i

5
s 5 s4

4

5
s s4 5

4

 



 


 

 

 s i

5
s 4

4

5
s 4

4

5
s l0y

4







 




 

           (1) i (1)r (1)i (1) r 1 i r    

                             2
(4 ) (2 1) (1 4 5) 1 2          

                            10 12 2      
   

 :12مثال
 

إذا كان   s r كثير حدود من الدرجة الثالثة وكان   
3

s3 s2 s r s r    جد ، 1 r 
   

 الحـل :
 

       s r  ثير حدود من الدرجة الثالثةك 

   2 3
s r] s[ sf sh    

     2
s r[ sf2 sh3     

     s rf2 sh6  

  3s3 s2 (s) r (s)r        

       3 2 3s3 s2 f2 sh6 ] s[ sf sh       
    3 2 3s3 s2 ] f2 s h6 [ sf sh       

2بمقارنة المعاملات   h        ،0 f        ،3 h6 [       3ومنها 12 [      15 [  

3 ] f2           3 ] (0)2         3 ]   

  3
s r3 s15 s2   

 2
s r15 s6         

ومنها       2
1 r9 15 1 6    
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  2-1تمارين 
 

ليكن  -1
 

 
3

1 s
s r

s i


   ، 2 1 r   ، 4 1 i  جد ، 1 r                            

 5-الجواب                                                                                                                                     

 

إذا كان  -2 1 1 r      ، 3 1 r     ، 2 1 ;        ، 1 1 ;       : أوجد 

     ]s ; s r s] 1عندما s                                                                              

 7- الجواب                                                                                                                                    

إذا كان  -3 
k

s s r  وكان ، 2 k
s12 s r


      جد قيمة ،k                                   

 4الجواب                                                                                                                                      

 

جد المشتقة الثانية للاقتران  -4 2
s s s w                   

الجواب:                                                                                  
s s

s s w

s

0 2 6

0 2 6

0 L0Y

  


   
 

     

إذا كان  -5 

 
 

s i
s r

s g
      ،i   ،g   قابلان للاشتقاق عندh s  وكان 0 h r   ، 

أثبت أن        

 
 

h i
h r

h g
 

 

إذا كان  -6   
2

s 3 l 4 s8 s r    جد قيم الثابت ،l   التي تجعل s r˃ 0               

3الجواب                                                                                                                               l  

 
 

اقترانات قابلة للاشتقاق حتى المشتقة الثالثة وكان g   ،i   ،rإذا كان  -7     s r s g s i    ،

   [ s r s g     عدد ثابت ، أثبت أن :]، حيث 

         s g s r s r s g s i               
 

3إذا كان  -8 2 3(s ) s5 s s w        أوجد ،  r   

 27الجواب :    
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إذا كان  -9   s i s s r  وكان 
 100

3 2 i     ، 
 99

4 2 i     جد ، 
 100

2 r     

 6- الجواب                                                                                                            

إذا كان  -10 4
s s s r    جد ، 2 r                                                        

    80الجواب :    

 

إذا كان  -11   3
s2 s4 s r1      جد ،r(0.6)             

    4.32الجواب :                                   

 

جد  -12 s r  للاقتران   
,s s s3 s r01         1عند s                      

  4الجواب :

جد  -13  r
7
2

ث يح   

s
3

s r
3 s




 
 

                                                                     

  4-الجواب :

   

 

إذا كان  -14 3 4
sH s s r3      وكان ،  (3)

2 r18       ، قيمة  ماH ؟             

5الجواب  h   
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 مشتقة الاقترانات المثلثية :  1-3  
 

 ( : 1قاعدة )  

إذا كان    s rs   س بالتقدير الدائري فإن ، s rs  
   

 ( :2قاعدة )  

كان  إذا   s rs   س بالتقدير الدائري فإن ، s rs  
   

 : 1مثال
 

إذا كان   2
s s s s r    جد ، s r   ثم  r

2

 
   

 ل :الح
 

  2
s s s s s s r    

   2
s s s s s s r    

           
2

r
2 2 2 2 2 2
     

     

                
2

0 0 1
2 2

 
            

2

4

  

   

 ( : 3قاعدة )  

    إذا كان s s r    فإن 
2

s s r  . 

  إذا كان s s r    فإن 2
s s r . 

  إذا كان s s r      فإن s s s r. 

  إذا كان s s r     فإن s s s r . 
 

 : 2نشاط
 

إذا كان   2
s 2 s s w s       0، حيث s    جد ،s

4

w]
s]

 
   

 الحـل :
 

  2
s 2 s s w s        بقسمة طرفي المعادلة على(s) 

   2
s 2 s s w

s
s s

   


 
 

 
w

s 2 s s
s


  


 

       بقسمة طرفي المعادلة على س
 s 2 s w

s s s

 
 

  
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لكن 
w w]

s]
s s




  

  
s

s 2 s

s s  


 

s

s
 

s
4

w]
s]




 
 
4

4




4

1
 4


 

   

 :2مثال
 

إذا كان   s rs s   ، أوجد قيمة س التي تجعل 0 s r  حيث 20
 

   

 :الحـل
 

  s rs s    

 s rs s   
بوضع    0 s r  0 s s  

   
           s s         

1ومنها                               s               s
4

       أو 

5
s

4


  
                     

   

 : 3مثال
 

إذا كان   2
s rs s     جد  ،  r

4
   

   

 الحـل :
 

  2 2
s rs s s s2  

     
2

2
r2

4 4 4 4 4
    

       

                 
2

2
1 22

4 4
 

       
2

8 2
 

       
2 4

8
 

 

                                       

 :4مثال
 

sإذا كان    f s h w      ،p f h   أثبت أن 2 2 2 2
f h w w   

   

 الحـل :
 

 
s f s h w    

     
22 22

s f s h s f s h w w      

                          
2 2 2 2 2 2 2 2

s f s s fh2 s h s f s s fh2 s h     
                        

2 2 2 2 2 2 2 2
s f s h s f s h       

                            2 2 2 2 2 2
f h s f h s    

                         2 2 2 2
s s f h         

                        2 2
f h         1                2 2

f h    
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 : 5مثال
 

 
جد  

 3 3

0 i

s i s

i 

 
 

   

 الحـل :
 

3نفرض    s w        ،   w (w)r     

     3 3

0 i

s i s

i 

 
   3 2 2

0 i

w i w
s w (w) r

i 

 
    

   

 :6مثال
 

sإذا كان   s (s)r   : 1. أثبت أن
(s) r

s 1



 

   

 الحـل :

 

 2s s s (s) r  

  s s s (s) r  

            1 s 1
s s s

   
 

 

             
   2 2

1 s 1 s 1 s
s 1 s ss s

  
   

  
 

 

  3-1تمارين 
 

[wأوجد  -1
s] الآتيةلكل من الاقترانات: 

s .أ  s 3 w                                                    
[wالجواب:  

s]s s 3     

s .ب  s w3                                                  

2 الجواب:    
s w3    

 .ج 
2 2

s s w    
                    

w .د 
s

s
      

[wالجواب               
s]2

s s s

s


                                               

s .ه  s ws                                                   
2الجواب:     w]

s]s s s s s    
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2إذا كانت  -2
s s w   جدw]

s]                               

2الجواب:        2 w]
s]s s s s2  

 

sإذا كان  -3 f s h w      ،p f h     0أثبت أن w w  

 

يم س في الفترة جد ق -4 2 2   التي تحقق المعادلة 0 s r  : في كل مما يلي 

 - أ s s s r           

 =مجموعة الحل   الجواب :                                    3
2 2
  

        

s - ب w                                                         
 مجموعة الحل=  الجواب :  2 0 2      

 

إذا كان  -5 s s s i    فأثبت أن   s i s s i  

 
                 

1إذا كانت  -6
s s (s)r

2
       ، 2 0 s     جد قيمة/قيم .s  التي تجعل المماس لمنحنى(s)r ًأفقيا 

مجموعة الحل=                                                                                               11 7
6 6
 

              

 
 

جد  -7
 3 3

0 i

s i s

i 

 
      

3:الجواب  3s s     
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 واللوغاريتمي :  الأسىقاعدة لوبيتال ، ومشتقة الاقتران   1-4
   

 أولا :      قاعدة لوبيتال

 طريقة تستخدم لحساب بعض النهايات المعقدة والتي تحتاج الى خطوات عديدة  وضع العالم لوبيتال 
 

 قاعدة لوبيتال :    

إذا كان      s i s r قابلين للاشتقاق عند النقطةh s  ،p g وكانت ، 

 

h r0

0 h i
        ،  

 

 

s r
g

s i h s




فإن            

 

s r
g

s i h s




 

   

 : 1مثال
 

sجد  

s 0 s
 باستخدام قاعدة لوبيتال

   

 الحـل :
 

sمن خلال التعويض المباشر تكون  

s 0 s
  0

0 0
 لوبيتال فتكون  ، ومنها تطبيق قاعدة 

   
22 201 s s

1
1 1 1 s0 s 0 s

   
 

 

   

 : 2مثال
 

sجد   1

s 0 s




 بطريقتين مختلفتين  

   

 ل :الح
 

 من تعريف المشتقة عند نقطة  (:1طريقة) 

  s 1

s 0 s




  0 s s 0

0 s 0 s0 s 0 s

 
 

  
sباعتبار          s)( r 

تصبح النهاية على الصورة    
   0 r s r

0 0 0 r
0 s 0 s


     

 
 

 قاعدة لوبيتال     (:2طريقة)  

   0 s s 1
0

1 1 s0 s 0 s


  

 
 

 

 ملاحظة :  

عند استخدام قاعدة لوبيتال ، إذا كانت    

 

h r0

0 h i
 تى نحصل على عدد حقيقيفإننا نستمر بتطبيق القاعدة ح 
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 : 3مثال
 

2جد  

s 1

s 0 s




 

   

 الحـل :
 

 
تكون من خلال التعويض المباشر  

 2

0 10

0 0


 

  
2

0 s s s 1

0 s2 s0 s 0 s

 
 

 
 

 نطبق قاعدة لوبيتال مرة أخرى :

   2 2
0 1 1 s s s s s1 s s

2 2 2 s20 s 0 s

     
   

 


 

   

 الأسي واللوغاريتمي : ثانيا : مشتقة الاقتران
   

 تعريف :   

ويحقق العلاقة  i2.7182818العدد النيبيري هو العدد الحقيقي ، الذي قيمته التقريبية   
s

1 i
1

s 0 s





 

   

 :بعض خصائص الاقتران الأسي واللوغاريتمي 
 

 ح  الاقتران الأسي الطبيعي / مجاله      

1) 
w s w si i i   

2) 
s

w s
w

i
i

i
  

3)  
wws si i 

4) 
01 i 

5) iss i   ،s ˂ 0 

 +الاقتران اللوغاريتمي الطبيعي مجاله ح  

1) i i iw s ws 

2) i i i

s
w s

w
 

3) 
k

i is k s     ،s˂ 0 

4) 
s

is i 

 
   

 ( :1قاعدة )  

إذا كان   
s

i w فإن،is w   ،s˂0 

   

 :4مثال
 

إذا كان     
is i s r   إلى 0وتغيرت س منi  فما قيمة متوسط التغير للاقتران ، s r 

   

 الحـل :
 

   متوسط التغير 
     i i i i i i2 i i 2 i i2 0 r i r

i i 0 iI

   
  


 
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 (3قاعدة)  

إذا كان    
s

i s r   فإن 
s

i s r 
   

 (4قاعدة)  

إذا كان    
is s r    ،0 s   فإن 

1
s r

s
 

   

 

 : 5مثال
 

 جد مشتقة كل من الاقترانات الآتية عند النقطة إزاء كل منها : 

  1)    
is s s s r    عند

2
i s 

2)  6

is s u   3عند s 
   

 الحـل :
 

 
1)    

i1 s 1 s s r
1
s

   
 

                       i is 1 s 1      

      2 2

i i2 i 2 i ( i) r   
 

أن بما (2 6

is s u      ومنها 
is s u 

إذن   
6 1

s u
s s
          ومنها 

6
2 3 u

3
  

      

 :6ثالم 
 

باستخدام قاعدة لوبيتال أثبت أن  
l l

h s

h s1 l h l
h s 

  


 

   

 الحـل :
 

بالتعويض المباشر نجد أن :    
l l l l

h s h s

0 h h h s

0 h h h s 

 
 

 
 

   

       باستخدام قاعدة لوبيتال
1 l l l

1 l

h s h s

sl h s

1 h s
h l




 


 


 

 

 : 7مثال
 

sإذا كان   i w     أوجد قيمة س التي تجعل 
2

w5 6 w  

   

 الحـل :
 

 s i w        
2s2 i w  

    
2

w5 6 w      
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s s2i5 6 i      

   s s20 6 i5 i    
        s s0 1 i 6 i         

s6 إما     i      مرفوض(    أو(s1 i     0ومنها s  

   

 : 8مثال
 

إذا كانت  
2

2 s

f sh s
6

2 s 

 



 h، فما قيمة     

   

 الحـل :

 

2بالتعويض المباشر عن قيمة   s   2عندما صفراً  تساوية البسط كون قيمتلابد أن )في البسط s) 

  20 f h2 2          
 4 f h2    (  ..............1) 

      
2

2 s

f sh s
6

2 s 

 



      

      باستخدام لوبيتال 
2 s

h s2
6

1 


    

ومنها   6 2h 2                        

  2 4 6 h   
(  1بالتعويض في المعادلة ) 4 f 2 2         8ومنها 4 4 f     
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 4-1تمارين
[wجد  (1)

s]: في كل مما يلي 

2 -أ 

is s w                                                                :الجواب  w]
s]is s s2  

 

32 -ب 
i ws                                                                                       :الجواب w]

s]
2

s3
 

 -ج  
2 s

1 i w                                                                

 الجواب:      s s w]
s]1 i i2  

 
 

إذا كان  (2)
s

s i w    ، 20 s   جد قيم س حيث ،w w                   

الجواب:  3
2 2
   

 
 

 أوجد قيمة كلا من النهايات الآتية :  (3)

 - أ
s

1 si

i i

s 

               :الجواب i                                   ب- 
s

2

s

s
2




 1 الجواب:          

 -ج
s

s
0 s

is

i 1 
 -د                                 1 الجواب:                

  0 s

s

s 1 s 
1 الجواب:          

2
 

 

 

إذا كان  (4) 4 2 r    ، 1 2 r     أوجد ،   
3

2 s

2 r8 s r s

2 s 




                              

[wالجواب:        
s]

2
s3

  

 

إذا كان  (5)
2 3

2
2 s

8 s s s3

s

4 H
4

4 

  



                                  قتين مختلفتينبطر Hقيمة  أوجد،      

 6الجواب  

 

جد   (6)
2

0 I

s2 (I2 s2)

I2 I 

 


                                                       بطريقتين مختلفتين .  

 2s2 الجواب : 
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 تطبيقات هندسية وفيزيائية : 1-5
 

 أولًا: تطبيقات هندسية : 
   

 تعريف :  

إذا كان    s r اقترانا قابلا للاشتقاق عند النقطة  1 1s r s  ،  2 2s r s  فإن ميل المنحنى عند ،

النقطة أ هو ميل المماس المرسوم لمنحنى  s r ويساوي ، s r 

 ويعرف العمودي على منحنى الاقتران ، بأنه العمودي على المماس للمنحنى عند نقطة التماس 
   

 قاعدة :   
معادلة المماس لمنحنى   s r عند النقطة 1 1w s هي 

 1 1s s l w w        
1 1 1s s s r s r s r   

وتكون معادلة العمودي لمنحنى   s r عند النقطة 1 1w sهي 

 1 1

1
s s w w

l


   

 
   

1 1

1

1
s s s r s r

s r


   

   

 : 1مثال
 

جد ميل منحنى الاقتران   
3

s4 s s r  2عند s  ثم جد معادلتي المماس والعمودي على ، 

 .المماس عند تلك النقطة   
   

 الحـل :
 

2ميل المنحنى عند   s  يساوي 2 r 

   
2

4 s3 s r        

    2
8 4 2 3 2 r   

ولكن نقطة التماس هي       3
02 2 4 2 2 2 r 2    

 :معادلة المماس هي 

1 1( s s)l w w   
         2 s 8 0 w              16ومنها s8 w   

ميل العمودي على المماس   
1 1

8 l

 
  

ومنها تكون معادلة العمودي هي  :    
1

2 s 0 w
8


                 1 1

s w
4 8


      
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 :2مثال
 

2أوجد معادلة العمودي على المماس لمنحنى   
s w نع المماس عندها زاوية قياسها يص التيعند النقطة 

  ] 3

4

 مع الاتجاه الموجب لمحور السينات الموجب  . 
   

 الحـل :
 

نفرض أن نقطة التماس هي    1 1s r s 

ميل المماس   1 1s2 s r              
1

3
s2

4


 

11ومنها    s2            1

1
s

2


 

  
إذن نقطة التماس هي        

2
1 1 1 1 1 1

r
4 2 2 2 2 2

    
  

وحيث أن ميل العمودي على المماس =  
1

l


 =- (-1= )1  

 إذن معادلة العمودي على المماس هي : 

  1 1
s 1 w

2 4


   

 
1 1

s w
2 4
                        3

s w
4
   

   

 : 3مثال
 

7إذا كان المستقيم   s10 w   يمس منحنى الاقتران 
2

20 s8 s3 s r   ، 

 جد نقطة / نقط التماس   
   

 الحـل :
 

نفرض أن   1 1w s ،  هي نقطة التماس 8 s6 s r  

 بما أن ميل المماس = ميل المنحنى  

    18 s6 10 118 s613 s 

 إذن نقطة التماس هي        1 123 3 3 r 3 s r s  
   

 :4مثال
 

fإذا كان المستقيم   sh w    يمس منحنى الاقتران 
2 3

s[ s s r   عند النقطة 122 

]فما قيم          f h؟ 

   

 الحـل :
 

النقطة    122  تحقق معادلة المنحنى                   12 2 r        

   2 3
12 [ 22          12 [4 8            1 [  

أيضا النقطة    122    تحقق معادلة المستقيمf s wh  

    f h2 12     (    ...........................1 ) 
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وحيث أن     
2 3 2 3

s s s[ s s r    

إذن   
2

s2 s3 s r  

ومنها      2
16 2 2 2 3 2 r   

hبما أن ميل المماس        16ن إذ h 

 ( : 1بالتعويض في المعادلة )

 f 16 2 12               20 32 12 f    
   

 :5مثال
 

ليكن   5 s3 s r  أوجد ميل العمودي على المماس لمنحنى ، s r  2عند s  

   

 الحـل :

 

 

   s r

5
s 5 s3

3

5
s s3 5

3

 



 


 

2متصل عند  r(s) لاحظ أن    s 

  s r

5
s 3

3

5
s 3

3

5
s l0y

3







 




 

2)ميل المماس عند    s) 3 (2) r         

     =( 2ميل العمودي عند  )س 1
3
  

   

 :6مثال
 

بين أن لمنحنى الاقتران   2
12 s6 s s r    مماساً أفقياً عند النقطة 3 3 

   

 الحـل :
 

0أفقياً عندما المماس يكون    (s) r   

   6 s2 s r       
بوضع  0 s r      0يكون 6 s2          3ومنها s  

  يوجد لمنحنى s r  مماساً أفقياً عند النقطة (3)r 3 

وحيث أن    2
3 12 6 3 3 r3           يوجد مماس أفقي عند النقطة 3 3 
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 :7مثال
 

2sوالعمودي على المماس لمنحنى  جد معادلة المماس  s (s)r    عندs
4

 

   

 : ـلالح

 

 s s s (s)r   
2s s s s (s) r   

              
2 2s s 2 s   

ميل المماس   2 2
r( ) ( ) ( )

4 4 4 4
   

  

                                          
2 2

1 2 2   

                                      2 4 6     
 

 
25 2 3 ( ) ( ) ( )r

4 4 4
  

          

          (s)r  يمر بالنقطة 5
4
 2، وميله   

sتكون معادلة المماس      w( )2 5
4

      

sومنها   w5 2
2

   

s ميل العمودي عند   
4

   1هو

2
     

s:   عموديتكون معادلة ال w
1

( ) 5
4 2

       ومنهاs w

1
5

8 2

                                

   

 : 8مثال
 

rs(s)جد مساحة المثلث القائم الزاوية ، المكون من المماس المرسوم لمنحنى      ،0 s  عند النقطة

 24  4ومحور السينات والمستقيم s  

   

 الحـل :

 

2حيث طول  FH]لدينا المثلث   [F وحدة 

 لابد من إيجاد معادلة المماس  Hولمعرفة احداثيات النقطة 

عند النقطة  24 

(s) r
s

1
2
 

ميل المماس =  4 r
1 1
4 2 2
 


 

  المماس يمر بالنقطة 24  1وميله
4
  
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 معادلة المماس  : s w
1

(4 ) 2
4

  

s w
1

2 (4 )
4

         

 s w
1

1
4

                  

0مع محور السينات نضع  المماسلمعرفة نقطة تقاطع  w    منها   وs
1

0 1
4

   فيكونs4  

  المثلث[FH 8فيه  طول fh  2وحدة  ،   طول [f وحدة 

    مساحة المثلث[FH 1 1
8 2 8 [F FH

2 2
      وحدة مساحة  

 

 ثانيا:  تطبيقات فيزيائية 
   

 تعريف :   

 

 

السرعة اللحظية ع عند الزمن ن هي   t]t k uk]  

التسارع اللحظي )ت( عند الزمن ن هي  
2

2
u ] u]t k jk]k]

   

   

 : 9مثال
 

أن بعده عن نقطة ثابتة )و( يتحدد بالعلاقة تحرك جسم على خط مستقيم ، بحيث  
2 3

5 k4 k2 t   

 :حيث ف بعده بالأمتار ، ن الزمن بالثواني ، جد   

 ثواني من بدء الحركة 3سرعة الجسم وتسارعه بعد مرور  ( أ)

 المسافة التي يقطعها الجسم قبل ان يغير إتجاه حركته  ( ب)

   

 الحـل :
 

 ( أ)    2
k8 k6 k u k t   

       2
30 24 9 6 3 8 3 6 3 u      م/ث               

التسارع =      8 k12 k j k t   

     26 8 36 8 3 12 3 j     2م/ث  

 يعكس الجسم حركته في اللحظة التي تتغير فيها إشارة ع ( ب)  

  
أي عندما  0 k u  ومنها

2
0 k8 k6  

   0 4 k3 k2    ومنها
4

k
3
     ثانية 

  

     
2 3

4 4 4
5 4 2 t

3 3 3
  

71

27
 
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 :10مثال
 

ف بالأمتار عن نقطة قذفه وزمن حركته ن هي ارتفاعهقذف جسم رأسيا للأعلى فكانت العلاقة بين  
2

k5 k50 t  يصل إليه الجسم والمسافة التي قطعها الجسم في الثواني الست الأولى . ارتفاع، جد أقصى 

 

 الحـل :
 

عندما يصل الجسم إلى أقصى ارتفاع تكون   0 k u 

 0 k10 50 k u      5أي أن kثانية 

إذن أقصى ارتفاع     2 5 5 5 50 5 t   

                              125 125 250   م 

 ثواني من بدء الحركة  6نحسب ارتفاع الجسم بعد مرور 

     2
l120 180 300 6 5 6 50 6 t     

l130=  المسافة التي قطعها الجسم في الثواني الست الأولى 5 125  

   

 :11مثال
 

 بالأمتار عن سطح الأرض بعد ن ثانية يعطى بالعلاقة ارتفاعهم للأعلى من قمة برج بحيث أن أطلق جس 
2

k16 k64 24 t     عن قمة البرج يصل إليه الجسم .  ارتفاع، جد أقصى 
   

 الحـل :

 

 
2ارتفاع الجسم عن سطح الأرض يعطى بالعلاقة   

k16 k64 24 t   ..........(   .........1 ) 

يكون الجسم على أقصى ارتفاع عن سطح الأرض عندما  0 k u 

 0 k32 64 k u     2أي أن k  ثانية 

 ثانية من بدء الحركة  2أي أن الجسم يصل إلى أقصى ارتفاع عن سطح الأرض بعد مرور 

ح الأرض أقصى ارتفاع عن سط     2
l88 2 16 2 64 24 2 t     

0( عن 1لمعرفة ارتفاع البرج نعوض في المعادلة ) k 

ارتفاع البرج      2
l24 0 16 0 64 24 0 t     

 البرج  ارتفاع –عن سطح الأرض  ارتفاعأقصى =أقصى ارتفاع  عن قمة البرج يصل إليه الجسم  
 م  64=     24 – 88=                                                 

 

   

 :12مثال
 

2قذف جسيم رأسياً إلى أعلى بحيث أن المسافة ف بالأمتار معطاة بالعلاقة :   k h k30 t    ،k  ، بالثواني

 متراً. 45ى ارتفاع يصل إليه الجسيم أوجد سرعة الجسيم بعد ثانيتين من بدء الحركة إذا كان أقص

   

[t  الحـل :
k]kh2 30 u   (  ................1 ) 
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0يصل الجسيم إلى أقصى ارتفاع عندما  u        0ومنها k 2 30h           15 kh .........(  ....2 ) 

2(  في معادلة الحركة  :   2بالتعويض من ) kh k30 t          2 15
k k30 45

k
   

    k15 k30 45         k15 45        3 k  ث 

15( : 2بالتعويض في المعادلة )  3 h         5ومنها h  

 ( :  1بالتعويض في المعادلة )

k10 30 k5 2 30 u      
 

  ث من بدء الحركة 2سرعة الجسيم بعد   210 2 10 30 u    م/ث 

 

 :13مثال
 

 
2،الأول يتحرك وفق العلاقة قذف جسمان معا رأسيا إلى أعلى

k5 k20 t والثاني وفقا لعلاقة،
2 k5 k10 t ، أوجد ارتفاع الجسم الثاني عندما يصل الأول لأقصى ارتفاع له بالثواني، ن ،حيث ف بالأمتار . 

   

 الحـل :

 

نحسب زمن أقصى ارتفاع للجسم الأول حيث  
2

k5 k20 t     

[tومنها   
k]k10 20 u  ( .......1 ) 

0عندما يصل الجسم الأول إلى أقصى تكون   u  

0ومنها    k10 20       

   2 k  ث 

  ارتفاع الجسم الثاني 20 20 20 2 5 2 10 2 t       

 ثانية  2أي أن الجسم الثاني يكون قد وصل إلى سطح الأرض بعد مرور 
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 5 – 1ارين تم

جد معادلة المماس للمنحنى   (1) 
3

s4 s s r   عند النقطة 3 1                

2الجواب :  s w    

 

جد معادلة العمودي على المماس  لمنحنى الاقتران    (2) 
2 1

s s r
2

   عندماs
4

   

sالجواب :                                                                                                        w1
4

   

 

أوجد معادلة المماس لمنحنى   (3)   
i

s
s r

2
  عند النقطة 1 i2                        

sالجواب :  w
1

I2
   

                                                                                                   

النقطة عند r(s) الاقتران لمنحنى المماس على العمودي ميل كان إذا (4) 1 يساوي عليه لواقعةا
1
2

 معادلة ،أوجد

                                                      . النقطة تلك عندr(s) لمنحنى المماس

1الجواب :   s2 w    

 

 

 

العلاقة حسب مستقيم خط في جسيم يتحرك (5)
2 3

7 k2 k t  أوجد ، بالثواني الزمن ن ، بالأمتار المسافة ف ،حيث 

                                                       . الحركةبدء  من ثانيتين بعد وتسارعه الجسم سرعة

 2م/ث8م/ث  , 4 
6( هي 0،3إذا كانت معادلة العمودي على منحنى ق)س( عند النقطة ) (6) w3 s2  أوجد ، 3 r 

3الجواب:                                                                                                                                  
2
  

العلاقة وفق أعلى إلى رأسيا جسم قذف (7)
2

k5 k60 t الجسم سرعة جد.  بالثواني ،ن بالأمتار ارتفاعه ف ،حيث 

                                                مترا .100 المقطوعة الكلية المسافة تكون عندما

 م/ث40-م/ث أو ع = 40ع=

على سطح الأرض وكان ارتفاعه يعطى بالقاعدة  نقطةمن  للأعلى رأسياً جسم قذف (8)
2

k5 k30 t ،Kالزمن بالثواني. 

 /ثانيةمتر30الجواب:                                                                                 جد السرعة الابتدائية للجسم  .أ 

                                     أثبت أن زمن الصعود = زمن الهبوط  .ب 

 متر50الجواب:                                                  جد المسافة الكلية التي قطعها الجسم في الثواني الأربع الأولى  .ج 
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6المستقيم كانإذا   (9) s w الاقتران نحنىالم مماس s gوكان 2=  س عندما  s g s (s)r  

(2)،جد r .                                                                                                                 :10 الجواب  

 

إذا كان  (10) 2
s s r   ، 2

1 s s s I2   منحيي الاقترانين  د النقطة التي يكون عندها مماسا، ج

I r                                                                            . الجواب:                           متعامدين  1 1
4 2

  

 

بين أن لمنحنى الاقتران  (11) 2
s s r ًفي الفترة  مماساً أفقيا 0   

     

0اللذين يجعلان المستقيم الذي معادلته  ]،  Fجد قيمة كلًا من الثابتين  (12) 2 s w    مماساً لمنحنى

 2
[ s s s rF    عند النقطة 20                                  

2الجواب :       [    ،1 f  

متراً عن سطح الأرض وفق العلاقة  60ارتفاع  من نقطة علىقذف جسم رأسياً إلى أعلى  (13) 2 k5 k40 k t  

 المسافة بالأمتار ، جد ما يلي : tلزمن بالثواني ، ا kحيث 

                                      .                                  حتى يعود إلى نقطة القذف  الجسمالزمن الذي يستغرقه  .أ 

  ث8  الجواب: 

              .                                 ض  الزمن الذي يستغرقه الجسم حتى يعود إلى سطح الأر .ب 

2الجواب:   47 ث 

                              .                       أقصى ارتفاع يصل إليه الجسم  .ج 

  متر140الجواب:    

 

 متر/ث  30متى تصبح سرعة الجسم  .د 

 ث1الجواب:  ن=

 متراً عن سطح الأرض  135متى يكون ارتفاع الجسم  .ه 

 ث5ث أو 3:  ن=الجواب
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(14)   متراً من سطح الأرض سقوطاً حراً ، حيث أن المسافة المقطوعة بالأمتار بعد ن ثانية هي  120 ارتفاعأسقط جسم من
2

1
k5 (k) t  المسافة التي يقطعها  ، وفي الوقت نفسه قذف جسم من سطح الأرض للأعلى حيث أن

2

2
k5 k60 (k) t  حظة التي يكون لهما نفس الارتفاع عن سطح الأرض .  ل، جد ال 

  ث من بدء الحركة 2بعد  الجواب:                                                                                                

 

2حراً وفق العلاقة  سقوطابناية من سطح أسقط جسم للأسفل  (15)

1k16 (k) t  وفي نفس الوقت رمي جسم آخر

2م/ث وفق العلاقة  20مقدارها  ابتدائيةليسقط عمودياً إلى أسفل بسرعة 

2k16 k20 (k) t   فإذا ارتطم ،

1الجسم الأول بالأرض بعد 
2

 سم الثاني بالأرض ، جد : ثانية من ارتطام الج 

                                       سرعة كلًا من الجسمين لحظة ارتطامهما بالأرض . - أ

 م/ث52م/ث ، 48الجواب:   

                                                                             ارتفاع البناية .  - ب

 متر 36الجواب:      

 

 

2سطح بناية فكان ارتفاعه عن قمة البناية يعطى بالعلاقة  قذف جسم رأسياً لأعلى من (16) k k6 (k)t  : ف ،

 ؟  ارتفاع البنايةما م/ث . 14-المسافة بالأمتار ، ن الزمن بالثواني ، إذا كانت سرعة ارتطام الجسم بالأرض 

      متر40الجواب:                                                                                                                 
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   قاعدة السلسلة 1-6
   

 تذكر أن : 

     s i r s i rركب من هو الاقتران المr  ،i 
   

 قاعدة السلسلة :  

إذا كانت    u r w  ، s i u  وكان s i                                                       قابلا للاشتقاق

 s r  قابلا للاشتقاق عند s i  مدى ،iمجالr     فإن
u] w] w]
s] s]u]  أي أن

        s i s i r s i r  
   

 : 1مثال
 

إذا كان   31 s3 s2 s r     ، 2s s s i   : فجد 

  (1)    s i r 

  (2)    s r i 

  (3)    1 i i 
   

 :الحـل
 

  
2

3 s6 s r           ، 1 s2 s i  

  (1)         s i s i r s i r  

                        2
1 s2 s s r    

                        2 2
1 s2 3 (s s)6     

 

(2)         s r s r i s r i  

                          2 3
3 s6 1 1 s3 s2 2     

                        2 3
3 s6 3 s6 s4     

 

(3)         1 i 1 i i 1 i i     

                             2
1 1 2 1 1 i       

                         1 0 i   
 

 

 

 

                                        1 1   

                                       1   
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 :2مثال
 

2إذا كان  
u3 u w     ،3

4 s u    جد ،w]
s] 

   

 الحـل :
 

 u] w] w]
s] s]u]  

    2 w]
s]s3 3 u2  

             2 3
s3 3 4 s 2   

         2 3
s3 5 s2  

        2 5
s15 s6  

   
 نتيجة :   

إذا كان     
k

s i w وكان ، s i  ،   قابلا للاشتقاقw k 

فإن      w]
s]

1 k
s i s i k


  

 

 

  

 

 :3مثال
 

إذا كان  
 

 4 2

3
s r

2 s5 s


 
، جد   s r 

   

 الحـل :
 

    
4 2

2 s5 s 3 s r


   

   

 
     

5 2
5 2

5 s2 12
5 s2 2 s5 s 4 3 s r

2 s5 s

 
      

 
 

   

: إذا كان  المدرسي الكتاب من 46 صفحة (2) نشاط 
k

s s w  جد ،w]
s] 

   

 الحـل :
 

    2 1 k w]s s s s s k s]


   
  

             1 k
s s s s s k


   

   k
s s s k           

             

             ws k  
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 ملاحظة :   

 يمكن تعميم قاعدة السلسلة لتشمل أكثر من اقترانين   

   

 :4مثال
 

2إذا كان   33 g2 g u    ،25 w w g      ،2 3s3 s s w    جد ،u]
s]0 s

  
   

 الحـل :
 

 w] g] u] u]
s] w] s]g]   

             2 2
3 s2 s3 1 w2 g4 g3     

 5ل= ،     0ص=فإن       0س = وعندما  

    u]285 3 1 5 4 25 3 s]0 s
      


 

 

 قاعدة:   

 إذا كان ك)س( اقترانا قابلا للاشتقاق فإن :  

 
 

 
s ;

i s r قابل للاشتقاق ، وتكون 
   

s ;
i s ; s r 

      s ; s l       ، 0 s ;    قابل للاشتقاق وتكون 

 
 

s ;
s l

s ;
 

   

 :5مثال
 

إذا كان    is w   جد ،w]
s] 

   

 الحـل :
 

 w]
s]

s 1
s s

s s
     s

6

w]
3 s]6





  

   

 

  من الكتاب المدرسي: 47نشاط صفحة 

إذا كانت                      

 2

4 5
s 2 1 s

w
1 s

 



[wفأوجد    

s] 

   

 :الحـل
 

 بأخذ لوغاريتم الطرفين      

     

 2 i i

4 5
s 2 1 s

w
1 s

 



 

       i i i i
2

1 s s 2 1 s w     
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 2

s2 w
w1 s s 2 1 s

4
 




 
 

  
  2

4s2
w w

1 s s 2 1 s
  

  
 

   

 :6مثال
 

 جد مشتقة كلا من الاقترانات الآتية  

 -أ 
 

 2
1

s ri2 s



 

 -ب          
2s i s r 

   

 الحـل :
 

 - أ      2
2 s 2 2 s s ri i


     

 2
s r2 s


 

 - ب 
2 2s ss2 i s s 2 i s r   

   

 :7مثال
 

إذا كان  
2

s w    :   أثبت أن ،  w3 1 w w 
 

   

 الحـل :

 

 2
s ws  

     2
s(s 1)     

      3
ss  

      2 2 2
s ws s 

    
     2 2

s(s 1)  

      2 2
s(s 1)( 1)    

            (w 1)(w 1)   
   

 :8المث
 

أوجد قيمة   

0 i

s2 i s2
i 

 
 

   

 :الحـل
 

 بالتعويض المباشر  

      

0 i

s2 0 s2 s2 i s20
0 0 i 

   
  

نطبق قاعدة لوبيتال      

0 i

0 s2 0 i s2
s2

1 1 

    
    
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 6-1تمارين 
 

[wجد  (1)
s]  1عند s  : لكل ممايلي 

 -أ 
 

4 3

1
w

s s2



 20-الجواب:                                                                                               

 -ب 
 s

3 i w


                                                                                                 

i3الجواب:
6


 

 

2 -ج 
1 u3 u w         ،

3
3 s2 s u                                                     

 15الجواب:   

 

 -د    2s w
s


       ،0 s                                                          

الجواب :    

   

 :9مثال
 

إذا كان     3 1
s s r

2
      جد . 1 r        

   

 :ـلالح

 

 0 s s
s

0 s s

 


 
            

3

3

3

0 s s
s

0 s s

 


 
 

 

      33 1
s s s r

2
       ،0 s  

 باشتقاق الطرفين بالنسبة إلى س  

   2 1 1
s3 s r

2 2
        2 1

s6 s r
2

  

                                                 2 1 1
s12 s r

2 2
   

2نعوض عن    s             2 1 1
2 12 2 r

2 2
                                              

      4 12 2 1 r          48 1 r                                    
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ذا كان   (2) 
 

s l
is2 s r    ، 2 1 l    ، 2 1 l    جد ، 1 r            

2الجواب: 6i  
 

بالاعتماد على الجدول المقابل ليكن  (3) 2
( s)rs s g     أوجد قيمة الاقتران ل ومشتقته الأولى والثانية عند ، 

1 s     ،2 s 
    

                 

 الجواب:                 

 

 

 

 

 4 2 1 س

 s r 1 3 6 

 s r 1 2 3 

 s r 2 1 0  1 g1  1 g3   1 g14 

 2 g12  2 g30  2 g36 

s2إذا كانت   (4) s w    أثبت أن ،w]s 2 s]                
 

 أوجد قيمة كلا من النهايات الآتية : (5)

 

 -أ  6
3 i 1 3

i
0 i

 



 18الجواب :                                                                                            

  -ب 
 s2 i s2

i 0 i

 


                                                            

s2الجواب :          

 - ج
 

3 3
s i3 s

i3 0 i

 


                                                    

2الجواب :    2s s 3                             

 

إذا كان  (6) 
3 4

sh s2 s r      وكانت ،   i 1 r 1 r
21

i2 0 i

 



 ؟    hفما قيمة  ، 

11الجواب :                                                                                                                            h 

 

إذا كان  (7)   15 3 i r     ، 
2

9 s s r     ، 5 3 i   ،  ما قيمة 3 i   ؟                                 

3الجواب                                                                                                                                          
2
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إذا كان  (8) 3s2 s s r       ، 
2

s s i    أوجد ،   1 i r                                 12:الجواب 

 

إذا كان  (9)  s s g l   وكانg l  قابلين للاشتقاق حيث 
1

s l
s
  جد ، s g 

 الجواب ل)س(                                                                                                                                    

 

إذا كان  (10) s r   ، s i  وكان   اقترانين قابلين للاشتقاق ،   10 3 i r  ،  4 3 i r 

أوجد  3 i2                                                                                         : الجواب 5 3 i2  

 

إذا كان  (11) s s r1    ، s i
f

2 s



وكان      3

r i8 4


  ،يمة ب جد ق 

3الجواب :                                                                                                                  f  

 
 

إذا كان  (12) 3
s s g   ؛ جد s g                                   

الجواب:     2 2
s s s g3   

  

s2)إذا كان  (13) )r (s)i   وكان
3

8 r
2


 
 
 

، جد     i
6


               

الجواب:     8 i
6


     

      

إذا كان  (14) s r  وكان   ابلًا للاشتقاق،  اقتراناً ق ،s2 (s2 )r    0حيث s
3
 
 

، جد    r
1
2

 

الجواب:                                                                                                        4
1

r
2

    

ذا كان إ (15) s rs 2   ، s i
h

1 s2



.كان      8

25 4
r i

   ما قيمة ،h ؟ 

1الجواب :                                                                                                            h  
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 الضمني الاشتقاق 1-7
   

 : 1مثال
 

2إذا كان   21 w s    جد ،w]
s] 

   

 الحـل :
 

 نشتق طرفي العلاقة ضمنياً بالنسبة إلى س : 

  w]
s]0 w2 s2  

  w]
s]s2 w2     ومنهاw]

s]
s
w

 

   

 : 2مثال
 

2إذا كان   2ws3 w2 s    جد ،w]
s]   عند النقطة 11 

   

 الحـل :
 

 بالاشتقاق ضمنياً بالنسبة إلى س:   

  w] w]
s] s]s3 w3 w4 s2    (  ........................1 ) 

بالتعويض بالنقطة  11 ( 1في العلاقة) 

       w] w]
s] s]1 3 1 3 1 4 1 2     

w] w]
s] s]3 3 4 2    

w] w]
s] s]2 3 3 4           ومنهاw]

s]
5
7
 

 

 

  

 : 3مثال
 

sإذا كان   w2
1

w s
       ،0 w0 s     ،w˂0 جدw]

s]  2عندما s 
   

 الحـل :
 

 wsبضرب طرفي العلاقة في  

  s w2
ws 1 ws ws

w s
     

  2 2ws s w2   .......................(  ..1) 

[wبالاشتقاق ضمنياً بالنسبة إلى س  تصبح العلاقة    w]
s] s]w 1 s s2 w4      .......(  ..............2) 

2فتصبح المعادلة  2( عن قيمة س=1نعوض في العلاقة )   2w2 2 w2  

20إذن    2 w w    0 1 w 2 w  2 w    1أو w  )مرفوض( 

نحصل على       ( عن قيمتي س ، ص 2بالتعويض في العلاقة )     w] w]
s] s]2 1 2 2 2 2 4     

  w] w]
s] s]2 2 4 8   

  w] w]
s] s]4 2 2 8           ومنهاw]

s]6 6     أي أنw]
s]1 
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 :  ةقاعد  

  
إذا كانت 

l
K s w   ،w K ،w l   ،K  فإن ،

l1
K w]

s]
l

s
K


 

   

 نتيجة :   

إذا كان       
K

s i s r   ،p K 

وكان  s i   قابلًا للاشتقاق  فإن      
1 K

s i s i K s r


  
   

 : 4مثال
 

إذا كان  
2
3 s w   جد ،w]

s] 

   

 الحـل :
 

 1 21
3 3

13
3

2 2 2 2
s s w

3 33s s3

 
   

   

 : 5مثال
 

32إذا كانت   w2 s5 s     جد ،
1 s

w]
s]

 
   

 الحـل :
 

  
1

23 w2 s5 s   
     

11
2 w]3

s]
1

5 s2 2 s5 s
3


   

        
2

23 1
5 s2 2 s5 s

3


   

   
2
3

1 s

w]
s]

1
5 2 5 12

3



   

                
2
3

7 1 1 1
7 7 8

12 4 3 3
       

   

 : 6مثال
 

أوجد  
5

2 s

2 30 s
2 s 

 


 
   

 الحـل :
 

 نحسب النهاية بالتعويض المباشر 

    

  
:    نستخدم قاعدة لوبيتال

 
1

5
5

2 s 2 s

2 230 s 30 s
2 s 2 s 

  
 

 

    
                                                                                  

   

5

2 s

2 30 s
2 s 

 


5 5

2 s 2 s

2 20 32 30 2
0 2 2 2 2 

    
 

   
4 4
5 5

2 s

1 1230 30 s5 5
1 1

 



 
  

4
5

1 1 1 1
32

80 16 5 5
   
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 : 7مثال
 

جد معادلة المماس المرسوم لمنحنى   ws w عند النقطة 1
2
 

   

 الحـل :
 

نعوض بالنقطة   1
2
  عبارة صحيحة(      المعطاة : في العلاقة( 

إذن النقطة  1
2
  هي نقطة التماس 

 لحساب الميل نشتق الطرفين ضمنياً  

  w s w 1 ws w    ( ................1 ) 

نعوض بالنقطة  1
2
 ( فنحصل على 1في العلاقة ) 

  0الميل =   ر         = صف  

  معادلة المماس تكون 

  0 1 w         
   

 : 8مثال
 

يسير جسم في خط مستقيم وفق العلاقة   [ Kf h t    ،[ f h  .  ثوابت 

2tأثبت أن تسارع الجسم =  f  علماً بأن الإزاحة ف بالأمتار ، ن الزمن بالثواني ، 
   

 الحـل :
 

      

                                                          

                                         

   
                                           

   

 : 9مثال
 

إذا كانت   4 2 r   ، 6 2 r   وكان ،  2w2 r s  فأوجد ،w]
s]  عند النقطة 12 

   

 الحـل :
 

      سشتقاق ضمنياً بالنسبة إلىبالا      

        (  ........................1 )  

بالنقطة  بالتعويض  12 ( 1في المعادلة ) 

  w]
s] 2 2 r 2 2          

               .ومنها   

   

 1 1
2


 

 w 1 1 1 w
2 2
      

 

 1 1s s l w w  

1 w

 [ Kf h t 

  t]
k]f [ Kf h u   

 [ Kf fh  

  u]
k][ Kf f fh j   

  2[ Kf h f  
2t f 

  2w2 r s

 2 w2 r s2w]
s]  

w]
s] 2 6 4 

w]
s]

1 4
3 12
 
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 :10لمثا
 

إذا كان المستقيم المار بالنقطة   20  20يمس منحنى العلاقة s16 w  . جد نقطة/نقاط التماس ، 

 الحـل :

 

عند النقطة نفرض المستقيم يمس المنحنى    1 1w s   

  ميل المستقيم من المشتقة = ميل المستقيم من النقطتين     
0لحساب ميل المستقيم من المشتقة نشتق معادلة المنحنى ضمنياً :    16 ww2       

8ومنها  
w

w
  (  ..........1 ) 

1ميل المستقيم من النقطتين = 

1

2 w

0 s




1أي أن        

1

2 w
l

s


   (    .............2 ) 

   l w         1

1 1

2 w8
w s


     

2ومنها    
1 1 1s8 w2 w    (  ................3 ) 

من معادلة المنحنى  
2

1
1

w
s

16
     

  1s( عن قيمة3)بالتعويض في المعادلة 

     

2:    2بالضرب في  2
1 1 1w w4 w2        2

1 10 w4 w       1 10 (4 w) w  

10إما  w    14)مرفوض(     أو w 

 نقطة التماس هي  ومنها            

 

   

 :11مثال
 

3إذا كان   1
s s w

3
     4، برهن أن w]

s]s    

   

 الحـل :
 

 2 2 2 w]
s]

1
s s 3 s

3
   

 
      2 2 2s s s     

        

      

      4s  
 

 

2
1 2

1 1

w
w2 w

2
 

2
1 2

1 1

w
8 w2 w

16
  


1

16
1 s

16
  41

2 2(s 1)s 

2 2s s 
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  7 – 1تمارين 
 

[wجد  (1)
s] : في كل ممايلي 

1 -أ  ws           

[wالجواب:                                   
s]

w
s

  

2-ب  w1 s   

2الجواب:                        
w]
s]

2

s1 s

1 s

 


  

ws -ج       

[wالجواب:                      
s]

s s
2s

 



  


  

1  -د  1
4

w s
      

[wالجواب:                                    
s]

1 w4
s4 1





  

 
 

lإذا كانت  (2) 3 w      ،s3 5 l     أوجد ،w]
s]                         

[wالجواب:  
s]s l   

 

K2إذا كانت  (3) K3 t  هي العلاقة بين الازاحة ف بالأمتار ، والزمن ن باثواني لجسم يتحرك في خط مستقيم . أوجد

Kسرعة وتسارع هذا الجسم عندما 
6

                                                   

U3الجواب:                                                                                         11،    م/ث J  2م/ث  

wإذا كان  (4) s  5في الفترة 3
6 4
  
 

 ثبت أن ، أ  
2

3
1 s w
s s



  . 

                                                                                             

sإذا كان المستقيم  (5) w 2مماساً للقطع المكافئh s w     ،قيمة  ماh                             ؟ 

1الجواب:   
h

4
 

 

لتكن  (6) 
iws w  جد ،w]

s]  عند النقطة 1i                                                

[wالجواب:     
s]

2
i

                        

                                  

(ws)إذا كان  (7) ws   0، أثبت أن w ws   

 

 

2إذا كان (8) 2s w w4     جد ،w                                                                     :الجوابw]
s]

s2
w w8



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2إذا كان  (9) 5s (w s)       جد ،w]
s]  عند النقطة 01                                    

3 الجواب:
5

  

 

k3إذا كانت  (10) s     ،k3 w    أوجد ،w]
s]   عندk

2

        

الجواب:                 
k

2

w]
s]1 


  

      

3جد النقطة على منحنى  (11) w s        عندها المماس أفقياً .التي يكون               

الجواب:   09  

 

s2إذا كان  (12)

i(w2 s) i     عند النقطة    جد i
0

2
              

[wالجواب:             
s]

1 i2
2


        

 

3إذا كان (13) 2s s 5 w       0، حيث w  وكان ،w]
l]2   جد ،s]

l]   3عند s  

[sالجواب                                                                                                                         
l]

5
7


 
 

3إذا كان (14) (1 u) w      ،1
s

1 u



[w، أوجد     

s]   0عند u                 

[wالجواب     
s]3  

 
 

2إذا كان  (15) 2s w w        أن  ، أثبت( 2 ) ww w   

 

 

2fإذا كان المماس لمنحنى  (16) sh2 w  ( الواقعة عليه يميل بزاوية ظلها = 2، 1عند النقطة )مع محولر السينات   3

fالموجب ، جد قيمة كلًا من  h. 

6الجواب: h ، 8 f  

 

22إذا كانت  (17) ww s     3، أثبت أن
w]
s]

s2
1 w4




  . 

 

 

w]
s]
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 لثانيةالوحدة ا

 تطبيقات التفاضل
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 نظريتا رول والقيمة المتوسطة  1 – 2
 

 

 

 

 

 : 1مثال 
 

 أولا / نظرية رول: 

اقترانا متصلا في الفترة  r(s)إذا كان   f h وقابلًا للاشتقاق في الفترة ، f h   وكان ،(f)r (h)r  فإنه

يوجد عدد حقيقي واحد على الأقل  f h ]بحيث  ] r 

  
24بين أن الاقتران   s5 s (s)r    يحقق شروط نظرية رول في الفترة 3  ]، ثم جد قيمة أو قيم  2

 .التي تعينها النظرية 

  

 الحل  :
 

في الفترة  r(s) نبحث في تحقق شروط نظرية رول على الاقتران (1  3 2  
 

 (s)r  متصل في الفترة 3 وقابل للاشتقاق في الفترة  2 3  لأنه كثير حدود  2

    2
2 4 10 4 4 2 5 2 (2)r        

    22 4 15 9 4 3 5 3 (3)r         

يوجد عدد حقيقي   إذن تحققت نظرية رول         3 2 ]بحيث  ] r  

5   نجد قيمة / قيم جـ التي تحددها النظرية حيث (2   s s r  

5ومنها        [ [ r       0 5 [      5ومنها
[

2
  3 2 

  
 

 : 2مثال
 

31إذا علمت أن الاقتران   s4 s (s)r    يحقق شروط نظرية رول في الفترة h 2 

 ؟ hما قيمة الثابت ف      

   

 الحل : 
 

  (s)r  يحقق شروط نظرية رول في الفترة h 2 

    (h)r (2 )r       ومنها   3 31 h4 h 1 2 4 2       

        30 h4 h                20 4 h h    
0إما                                           h    2أو h 

  
 

 : 3مثال 
 

 
إذا كان 

2
1 s 3 s 5

5 s 1 s2 6
(s)r

   

  





  

ابحث في تحقق شروط نظرية رول على الفترة    5 3 

   

 الحل :
 

 1) (s)r الفترة  متصل في 13    لأنه كثير حدود 

       (s)r  متصل في الفترة 51    لأنه كثير حدود 

1متصل عند  r(s) ولمعرفة فيما إذا كان   s  نحسب 
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   2

1 s

4 1 5 (s)r
 

         ،
1 s

4 1 2 6 (s)r
 

        ،    24 1 5 (1)r   

   (s)r  1متصل عند s           متصل على الفترة 
  

2) 

1 s 3 s2

5 s 1 2 (s) r

5 s 3 s L0Y

   


   
   

  

   
1متصل عند      s ،(1) r (1) r   (s)r  1قابل للاشتقاق عند s 

قابل للاشتقاق في الفترة  r(s)أي أن    5 3  

3)  24 3 5 3 r                   ، 4 5 2 6 5 r     

 يحقق شروط نظرية رول في الفترة      

 :  ]نحسب قيمة 

1إذا كانت  ( أ   [ 3       0فإن [2       0ومنها [   )مقبول ( 

5إذا كانت  ( ب   [ 1      0فإن ([) r       0ومنها 2    وهذا مستحيل 

    0التي تعينها النظرية هي  ]قيمة [ 

   

 :4مثال 
 

اقترانين قابلين للاشتقاق  على الفترة  r ، (s)i(s)إذا كان   f h  وكان(h)i (h)r   ،  (f)i (f)r 

، أثبت أنه يوجد على الأقل عدد مثل  f h عند جـ يوازي المماس  r(s)بحيث أن المماس المرسوم لمنحنى  ]

 عند جـ  المرسوم لمنحنى 
   

 ل :ـالح
 

i(s)نفرض أن   (s)r (s)u   

  (s)r  ،  قابلين للاشتقاق على f h      (s)r  ،  متصلين على      

(s)u  متصل على f h  لأنه فرق بين اقترانين متصلين 

قابل للاشتقاق  على  u(s)كذلك  f h  لأنه فرق بين اقترانين قابلين للاشتقاق 

0 (h)i (h)r (h)u             &        

  (s)u  يحقق شروط رول على الفترة f h  

  يوجد عدد مثل f h 0بحيث   ] ([) u      0 ([) i ([) r  

(]) ومنها  i ([) r     
  ميل المماس للاقتران(s)r  عند يساوي ميل المماس للاقتران[ s  

   المماس المرسوم للاقتران(s)r  عند يوازي المماس المرسوم للاقتران[ s 

   

(s)r 5 3

(s)r

(s)r 5 3

(s)i

(s)i(s)i f h

0 (f)i (f)r (f)u  

(s)i

(s)i
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 :5مثال
 

2إذا كان   s 4 (s)r    باستخدام نظرية رول أثبت وجود عدد مثل ، h h [   ،p h ث يكون بحي

 المماس عندها أفقياً ، ثم جد قيمة/قيم جـ التي تحددها النظرية 

   

 ل :الحـ
 

 2 s 4 (s)r   متصل على الفترة h h حدود   لأنه كثيير 

(s)r   قابل للاشتقاق على الفترة h h     ير حدود ثلأنه ك 

  2 h 4 (h)r        ،2 h 4 (h )r      

             
  (s)r  يحقق شروط نظرية رول 

  يوجد h h [    0بحيث ([) r  

]أي أن المماس يكون أفقياً عند  s  

s2وحيث أن  (s) r       0 [2       0ومنها [  
 

  
 ثانياً/ نظرية القيمة المتوسطة :   

اقترانا متصلا في الفترة  r(s)إذا كان   f h وقابلًا للاشتقاق في الفترة ، f h   ، 

فإنه يوجد عدد حقيقي واحد على الأقل    f h Hبحيث  ] r F r
[ r

H F





 

   

 : 6مثال
 

3بين أن الاقتران   (s)rs2    يحقق شروط نظرية القيمة المتوسطة في الفترة 81 

 التي تحقق النظرية  ]ثم جد قيمة /قيم  

   

 الحل :
 

 (s)r لفترة متصل على ا 81   معرف على ح لأنه  

  (s)r  قابل للاشتقاق في الفترة 81   

    توجد 81 [    بحيث
 

33
1 8(2 ) (2 ) r 8 r1 3 1 4

[ r
3 9 9 1 8 1 8

    
    

  
 

وحيث أن   
1

332 s 2 s (s)r     

  
2
3 s (s) r

1
3


       ومنها

2
3 [ ([) r

1
3


   

2
3 [

1 1
3 3


             81 1 [   

 

 

 

(h )r (h)r 
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  :7مثال 
 

يحقق شروط نظرية القيمة المتوسطة في الفترة  الاقتران  بين فيما إذا كان   31  ثم عين قيمة/ قيم ،[ 

التي تعينها النظرية حيث :  

2
s s

s r
1 s 3 s2

1 2

 

  



  

   

 ل :ـالح
 

 

 

 حتى يتم تعريفه على الفترة المطلوبة كما يلي :  r(s)لا بد من إعادة كتابة الاقتران 

 

2
s 1 s

s r
3 s 1 3 s2

1 2 

  

  



 

 أولًا : البحث في شروط النظرية : 

الاتصال على الفترة  (1) 31  : 

الاقتران ق متصل على  11 الاقتران ق متصل على    &  لأنه كثير حدود 3  لأنه كثير حدود .  1
   

s s

1 3 s2 s r
  

      

    2

s s

1 2 s s r
  

          &        1 2 1 (1)r    

   ق متصل على الفترة 31 

 قابلية الاشتقاق على الفترة (2) 31  

 
s 1 s2

s r
3 s 1 2

1  

 

 



   

1تصل عند بما أن ق م s       &    2 (1) r      &    2 1 2 (1) r   

   (1) R  موجود   ، أي أن ق قابل للاشتقاق على الفترة 31  

    الفترة ق يحقق شروط نظرية القيمة المتوسطة على 31 

 :  ]ثانياً / إيجاد قيمة 
   

 
 

(1 ) 3 1 r 3 r
1 [ r

4 1 3
   

  
 

   

وحيث أن  s2 s r     ،1 s 1               

    [2 [ r     ،1 [ 1             1ومنها
[

2
   

1وعندما  s   فإن ، s r1 2      

  1النظرية عندما تحقق   ]لا توجد s   

 1
[

2
   هي القيمة الوحيدة في الفترة 31 . التي تعينها النظرية 

 

(s)r
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  :8مثال 
 

 الآتي يحقق شروط نظرية القيمة المتوسطة :التي تجعل الاقتران  ]،   h  ،fجد الثوابت  

        2
s 0 s s r

2 s 1 f sh

0 s 3

1 [ s3 

  

 


   



 

 

 ل :ـالح
 

   (s)r  يحقق شروط نظرية القيمة المتوسطة 

     
0 s

0 r s r


        3 [  

(s)r  1متصل عند s     

      
s s

s r s r
  

 

             [ 3 1 f h                        5 f h   ( .............1 ) 

  (s)r  قابل للاشتقاق على الفترة 20    

  

s 0 s2

2 s 1 h s r

1 3

2 s 0 s l0y

 

 

  



  

          

(1) r (1) r       3ومنها 2 h         1 h  

4(  نجد أن 1بالتعويض في المعادلة ) f  
   

  :9مثال 
 

 
3كان إذا  s (s)r      ، f h s   القيمة المتوسطة أثبت أن المقدار نظرية دام ، باستخ

3 3h f
h f



يقع  

2بين  h3    ،2 f2    حيثf h 0  . 

   

 ل :ـالح
 

 3 s (s)r   متصل على الفترة f h  لأنه كثير حدود 
3 s (s)r  قابل للاشتقاق على الفترة f h لأنه كثير حدود   ،   

  بحيث  حسب نظرية القيمة المتوسطة توجد  

  
3 3

2h f
[3

h f





  (   ............................1) 

       f [ h   2 2 2f3 [3 h3    (  ......................2 ) 

( ينتج أن:   2( في العلاقة )1بالتعويض من العلاقة )  
3 3

2 2h f
f3 h3

h f


 


 

2 s3 (s) r

 f h [
H r F r

[ r
H F





 f h [
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 ( 1-2تمارين ) 

   

 بين أياً من الاقترانات الاتية يحقق شروط نظرية رول على الفترة المعطاة ، ثم جد قيمة/قيم جـ التي تحددها النظرية : (1)

2 .أ  (s)r4 s4 s               ،   s20                                                      

  ]لا توجد قيم ل 

42 .ب  s (s)r                     ، 22 s                                             

  الجواب: جـ = صفر         

s .ج  2 s2 (s)r        ،    20 s
 

                                           

الجواب :    5
3 3
   

 

بين أيا من الاقترانات الآتية يحقق شروط نظرية القيمة المتوسطة  على الفترة المعطاة ، ثم جد قيمة/قيم جـ التي تحددها النظرية في  (2)

 كل حالة إن وجدت :

2 .أ 

1
(s)r

s
                           ،  s41                                             

3الجواب:   
32 [
5

  

r1(s) .ب  s                        ،  s101                                               

13 الجواب:  
[

4
  

3 .ج 
(s)rs1                        ،  s2                                         

   الجواب:     

            

   ابحث في تحقق شروط نظرية رول للاقتران  (3)

 التي تحددها النظرية ثم جد قيمة/قيم  

 الجواب: 

 

                                                                            

3في ثلاث نقاط  r(s)يقطع منحنى  i(s)اقتراناً خطياً وكان منحنى i(s)كثير حدود ،  r(s)إذا كان  (4) 2 1s s s  

3بحيث  2 1s s s   أثبت أنه يوجد ، 3 1s [s  0بحيث ([) r 

 
 

2
[

3
 

2

3

0 s 2 5 s2
(s)r

2 s 0 5 s

   


  





[

0 [
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إذا كان  (5)
22 s 0 2 sf sh

(s)r
4 s 2 ] s2

    


   
يحقق شروط نظرية رول في الفترة      40  ، جد :   

1- h    ،f      ،]                                                            

2 الجواب:    h     ،6 f        ،6 ]                       

                                                                             قيمة / قيم جـ التي تحددها النظرية  -2

3الجواب: 
[

2
  

 

بين أن الاقتران    (6)
21 s 0 3 s

(s)r2
2 s 1

s

   



  

يحقق شروط نظرية القيمة المتوسطة في الفترة      20  

                               ثم جد قيمة/ قيم جـ التي تحددها النظرية                               

1 الجواب:                                                                                                          
[

2
  2أو    

 

أثيث أن الاقتران  (7)
  3

2

1 s 0 s 3 s s
(s)r

2 s 1 s4 s2

    


   
يحقق شروط نظرية رول في الفترة     20 

                                                                   ثم جد قيمة جـ التي تعينها النظرية . 

1  الجواب:    [  

 

2fإذا كانت  (8) sh s (s)r      ، 51 s  وكانت معادلة المماس عند قيمة جـ تحقق شروط نظرية القيمة المتوسطة ،

8التي تعينها النظرية هي  s2 w          أوجد قيمة كلًا من الثوابت .h   ،f    ،[           

4  الجواب:                                                                                      h     ،5 f    ،3 [         

 

hإذا كان  (9)
s (s)r

s
        ،h    . f h s     أثبت أنه يوجد ، f h 2fبحيث     ] h [  

 

كثير حدود يمر بالنقاط  إذا كان  (10) 21    ، 3 2     ، 4 . برهن باستخدام نظرية رول وجود عدد واحد   3

على الأقل  31 0بحيث  ] ([) r  

 

 

(s)r
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 الاقترانات  المتزايدة والمتناقصة :  2 – 2

   

 تعريف :   

 المعرف في r(s)يكون منحنى الاقتران    f h   ، f h   2 1s s  

متزايداً في  (1) f h   2إذا تحقق الشرط : عندما 1s s    2فإن 1( s)r ( s)r 

متناقصاً في (2) f h   : 2عندما   إذا تحقق الشرط 1s s    2فإن 1( s)r ( s)r 

ثابتاً في (3) f h   2إذا تحقق الشرط : عندما 1s s    2فإن 1( s)r ( s)r 

   

 : 1مثال
 

 في الشكل المقابل : حدد الفترات التي يكون فيها  

      منحنى الاقتران متزايداً أو متناقصاً ، أو ثابتاً:             

 

 ل :ـالح
 

من الرسم يتضح أن الاقتران ق)س( متزايد في الفترة   1 2          & متناقص في الفترة   

 
  من الكتاب67( صفحة 2نشاط)حل 

  (1) (s)r  متزايد في الفترة f h  ،(s)i  متناقص في الفترة f h   ،(s)u  ثابت في الفترة f h 

   

 

 

                                                

 

 

 حادة r(s)زاوية ميل المماسات المرسومة عند جـ ، د للاقتران  (2) 

 منفرجة i(s)زاوية ميل المماسات المرسومة عند جـ ، د للاقتران 

 صفر u(s)زاوية ميل المماسات المرسومة عند جـ ، د للاقتران 

 : إشارة ظل زاوية ميل المماس  (3)  

(s)إشارة    r صفر =إشارة  &         سالب إشارة  &     موجب    

 عندما تكون إشارة مشتقة الاقتران موجبة يكون الاقتران متزايد  (4)  

 عندما تكون إشارة مشتقة الاقتران سالبة يكون الاقتران متناقص

 عندما تكون إشارة مشتقة الاقتران صفر يكون الاقتران ثابت 

 21

(s) i(s) u
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 نظرية :  

اقتراناً متصلا في  r(s)إذا كان    f h  وقابلًا للاشتقاق في f h : فإن منحنى 

في  متزايد يكون r(s)الاقتران   (1) f h  0إذا كانت (s) r   ، f h s  

في  متناقص يكون r(s)الاقتران  (2) f h  0إذا كانت (s) r   ، f h s 

في  ثابتيكون  r(s)الاقتران  (3) f h  0إذا كانت (s) r    ، f h s 

   

 : 2مثال
 

3جد فترات التزايد والتناقص للاقتران  
s (s)rs12      ، p s  

   

 ل : ـالح
 

 2
s3 (s) r12  

0نضع  (s) r       2ومنها
s30 12       24 s     2 s  

(s)نعين إشارة  r   ومنها نحكم على سلوك الاقتران من حيث التزايد والتناقص ونوضح ذلك من خلال الشكل

 المجاور 

 صفر               صفر                                                                  

  r(s)كسلو   

(s) ةإشار ++++++++ -------- ++++++++ r 

                 2                 -2 
 

 الفترتين متزايد في r(s)الاقتران    2   ، 2   ،   ومتناقص في 2  
 
 
 

  

 :3مثال 
 

2عين فترات التزايد والتناقص الاقتران  

1 s
(s)r

4 s



 

2 s 2 s     
   

 ل :ـالح
 

    

 

2

2 2
(s) r

s2 1 s 4 s 1

4 s


    


 

2 2 2

2 2 2 2

4 s2 s s2 s2 4 s
(4 s) (4 s)

     
 

   

0نضع  (s) r   
2 20 s2 s2 4 s     

                              
 لا يوجد لها جذور 

 

 


20 4 s2 s   
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 غير موجودة              غير موجودة                  

  سلوك   

  إشارة  ------- -------- --------

                 2                 -2 

 

     

(s) إشارةكل المقابل يوضح الش r             
 

(s)r  في الفترات  متناقص  2  ، 22    ، 2  

 متناقص على ح ، لماذا ؟  ملاحظة / لا يمكن القول أن  
 

 : 4مثال
 

2sالاقتران ،التناقص عين فترات التزايد و  s (s)r       ، على الفترة 0 
    

 ل :الحـ
 

 2s s (s)r   متصل في الفترة 0 

s s s (s) r          ، 0 s  

0نضع  (s) r    0ومنها s s s      

 0 1 s s       0إما s        0أو 1 s  

0عندما    s    فإنs
2

                       

1عندما   
s

2

     فإنs  ليس لها قيمة في الفترة 0 

 

 صفر        غ.م       غ.م           

 سلوك        

(s)إشارة       ---- +++++  r 

                  
2
         صفر 

 
(s)من اشارة    r   في الشكل المقابل يكون 

 
0في  تناقصم r(s)الاقتران     

2
 
 

في  تزايد، وم   ،  
2
 

   
    

(s)r

(s) r

(s)r

(s)r
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  2-2تمارين   

 من الاقترانات الآتية : في كل r(s)جد مجالات التزايد والتناقص لمنحنى  (1)

2 .أ  315 s9 s3 s (s)r                

 في متزايد  : الجواب                                                           1    ،  3  في متناقص   31  

3 .ب  (s)rs4 s                           

2  الفترتين في متزايد  الجواب:                                               
2

3

 


  

 ،  2 & 2  الفترة في متناقص

3

 
  

 

2 .ج  (s)r6 s s                 

الفترة في متزايد  الجواب:                                                                        2 & في متناقص  3    

    

 .د 
2 s s 5

(s)r2
2 s

s

  


 

         

 الفترة في متزايد   الجواب:                                                     0   ، الفترتين  في متناقص  20  ، 2  

2s2    .ه  (s)r        ،s 0    

0 في متزايد :  الجواب
2
 
 

 في متناقص  ،   
2
 

 
 

 

s2)2كثير حدود متناقص على ح ، وكان  r(s)إذا كان (2) s)r (s)i  ،حدد فترات التزايد والتناقص للاقتران

                                                       

 الفترة في متزايد : الجواب                                                                     1  & الفترة  في متناقص   1 

  

 

 الشكل المقابل يوضح منحنى  (3)

 على ح r(s)حدد فترات التزايد والتناقص للاقتران 

 

 

 

 

 الفترتين في تزايدم الجواب: 01  ،  & الفترتين في متناقص  10،    

 

 

(s)i

 1
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2إذا كان  (4)
(s)r

1
s

s
  ،0 s     جد مجالات التزايد والتناقص لمنحنى ،(s) r 

تينالفتر في تزايدم الجواب:                                                     ،  & ةالفتر في متناقص ، 01   

       

يد والتناقص على مجال عين فترات التزا (5) 

20 s 4 s6 s

1 s 0 4 s (s)r

s 1 1 s3

   


   
  

  

 تينالفتر على متزايد : الجواب                  03،  1& الفترة في متناقص   & الفترة في تبثا 0 

 

 لكل   وكان  وقابلًا للاشتقاق على الفترة  متصلًا على الفترة  إذا كان  (6)

 متزايد على الفترة  . أثبت أن    وكان 

 

  حدد فترات التزايد والتناقص لمنحنى  كثير حدود متناقص على ح ، وكان  إذا كان  (7)

 الجواب:                                                      s g الفترة في متزايد  1    الفترة في ومتناقص  1   

 

متزايد في مجاله ويقع في الربع الأول ، ومنحنى بحيث  كثيري حدود معرفتين في الفترة  ،  إذا كان  (8)

 متناقص أم متزايد في الفترة  متناقص في مجاله ويقع في الربع الرابع . بين هل  

 متناقص في الفترة  

 

 

 ،  كل المقابل يوضح التمثيل البياني لمنحنى كلًا من الش (9)

 متزايد على الفترة  . أثبت أن :  في الفترة 

 

 

 

 

 

 

(s)r f h f h0 (s) r f h s

3 s (s)r (s)i (s)i f h

(s)r2(s2 s)r (s)g (s)g

(s)r(s)i 51(s)r

(s)i(s)i (s)r 51

(s)i (s)r 51

(s)r(s)i

 f h(s)(i r) f h
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 القيم القصوى   3- 2
   

 تعريف القيم الصغرى والقصوى المحلية :   

uاقتراناً معرفاً على المجال ع ، ولتكن  r(s)ليكن     : r(s)، عندها يكون للاقتران  ]

]ظمى محلية عند قيمة ع (1)   s  هي([)r  بحيث أن  ]إذا وجدت فترة مفتوحة ف تحوي

(s)r ([)r  لجميع قيم(u t) s  

]قيمة صغرى  محلية عند  (2)   s  هي([)r  بحيث أن  ]إذا وجدت فترة مفتوحة ف تحوي

(s)r ([)r  لجميع قيم(u t) s 

]قيمة عظمى مطلقة  عند  (3)   s  هي([)r  إذا  كانت(s)r ([)r  لجميع قيمu s 

]قيمة عظمى مطلقة  عند  (4)   s  هي([)r  إذا  كانت(s)r ([)r ميع قيم لجu s 

   

 : 1مثال
 

 من الكتاب الوزاري :  73( صفحة 2نشاط ) 

في الفترة  i(s)يمثل الشكل المجاور منحنى    22  ، 

2قيمة عظمى محلية عند  i(s)يوجد للاقتران  -1   s    

2)هي )r   لأنه يوجد  1 3 t   2-تحوي العدد 

r(s)بحيث أن   (2 )r     1 2 22 t s      

(2 ) r  2))غير موجودة لأن )r 2 )    نقطة طرفية 

r(s)لأن  0محلية وهي مطلقة عند س = يوجد للاقتران قيمة صغرى  -2 (0)r  22 s  

(0) r  =0   يساوي صفر  (0)س=المماس عند ميل لأن 

2يوجد قيمة عظمى محلية عند  -3 s ه يوجد لأن 31 t  بحيث أن   2تحوي العدد

(s)r (2)r     21 31 t s     
(2) r  (2))غير موجودة لأنr  نقطة طرفية  (2

 لا توجد قيمة عظمى أو صغرى محلية   1لاحظ أن : عند س = 

   

 : 2مثال 
 

2 إذا كان  (s)r    ، 50 s    حدد القيم القصوى . 

 r(s)المحلية للاقتران  

   

 ـل :الحـ
 

 (s)r  متصل في الفترة 50   لأنه ثابت 

0 (s) r      50 s       
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وحسب التعريف  50 s  س في تلك الفترة   محلية  لأن يوجد قيمة عظمى 

كما وأنه حسب التعريف  50 s  لأن  2يوجد قيمة صغرى محلية هي
 
 2 (s)r س في تلك الفترة 

   

 هامة :ملاحظة   

hإذا كان    (s)r    حيث ،h   ثابت فإنh  ، هي قيمة عظمى محلية h هي قيمة صغرى محلية 
   

 تعريف :  

r(h))تسمى النقطة    h)  نقطة حرجة للاقتران(s)r  : إذا كانت 

1- (s)r h  

2- 0 (h) r  أو(h) r   غير موجودة 
   

 : 3مثال
 

3s3قيم س التي يكون للاقتران عندها نقط حرجة  حيث جد جميع   s (s)r    ،   5 2 s  
   

 ل :الحــ
 

 (s)r     متصل على ح لأنه كثير حدود 
  2

3 s3 (s) r           ، 5 2 s     
0نجعل  (s) r   2

0 3 s3    2ومنها
1 s    1 s   

مجموعة قيم س التي يوجد للاقتران  عندها نقط حرجة هي  1   
5لاحظ أنه لا توجد نقطة حرجة عند  s لأنها لا تنتمي إلى مجال الاقتران 

   

 : 4مثال
 

24جد جميع النقط الحرجة للاقتران   s (s)r       ، 3 3 s  
   

 ل :الحــ
 

 2

2

2

2 s 3 4 s

2 s 2 s 4 (s)r

3 s 2 4 s

     


    
   

  

  2 s 3 s2

2 s 2 s2 (s) r

3 s 2 s2

    


    
  

 

  (s) r   2عند موجودةغير s    
(s)كذلك      r  3 موجودة  عندغير s    لأنها نقاط طرفية 

2 (s)r
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عندما    2 3 s      0 (s) r    0 s2   ومنها 2 3 0 s    

   لا توجد نقط حرجة للاقتران في الفترة 2 3  
عندما    22 s   0 (s) r    0 s2     ومنها 22 0 s  

   0توجد نقط حرجة للاقتران عند s 
3لا يوجد نقطة حرجة عند    s   لأنها لا تنتمي إلى مجال(s)r 

النقط الحرجة        5 3 2 2 40  
   

 عيين القيم القصوى : اختبار المشتقة الأولى لت

اقتراناً متصلًا في الفترة  r(s)إذا كان  f h  وكانت(([)r r ،(s)نقطة حرجة للاقتران  (] F H  فإنه : ]

0إذا كان   (1) (s) r  عندماs[ H    0، وكان (s) r  عندماsF [   فإن([)r  قيمة عظمى

 .r(s)للاقتران  

0إذا كان  (2) (s) r  عندماs[ H    0، وكان (s) r  عندماsF [   فإن([)r  قيمة صغرى

 .r(s)للاقتران  
   

 :5مثال 
 

2لقصوى المحلية للاقتران جد القيم ا  3s3 s (s)r  
   

 ل :الحـ
 

 (s)r  متصل على ح لأنه كثير حدود 
2

s6 s3 (s) r     sP   
0نجعل  (s) r    2ومنها

0 s6 s3     

    0 2 s s3          أو        إما 

(s)ارة نوضح إش r  في الشكل المقابل 

 

 

(s)من إشارة  r  

0 (0)r           قيمة عظمى محلية

 
324 2 3 2 (2)r       قيمة صغرى محلية 

 

 

 صفر             صفر             

 r(s)إشارة    

(s)سلوك  +++++++ ------- +++++++ r 

 صفر               2               

0 s2 s
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 :6مثال
 

16جد القيم العظمى المحلية والصغرى المحلية للاقتران  
s (s)r

s
         ،s  

   

 ــل :الح
 

 (s)r  متصل على 0 P  
2

2 2

s
(s) r

s s

16 16
1 


            ،s 

0نجعل  (s) r    ومنها
2

2

s

s

16
0


       2

s0 16      4ومنها s   

(s)ة نوضح إشار r  في الشكل المقابل 
 صفر            معرفغير    صفر                        

 r(s)إشارة     

(s)سلوك  ++++++ ------ ------ ++++++ r 

             4            0           -4 
 

16يتضح لنا أن   الشكلمن   
8 4 (4 )r

4
     


 قيمة عظمى محلية     

16وكذلك  
8 4 (4)r

4
       قيمة صغرى محلية 

 لأنها لا تنتمي إلى مجال ح  0ظ أنه لا توجد نقطة حرجة عند س = لاح
   

 ار  أطراف الفترة :اختب

اقترانا متصلًا في   r(s)إذا كان  f h : فإن 

(1)  (h)r  0قيمة صغرى محلية  ، إذا كانت (s) r   عندماh s    )بداية تزايد( 

(2) (h)r  0قيمة عظمى محلية  ، إذا كانت (s) r   عندماh s    )بداية تناقص( 

(3) (f)r 0محلية  ، إذا كانت  قيمة عظمى (s) r   عندماf s    )نهاية تزايد( 

(4) (f)r  0قيمة صغرى محلية  ، إذا كانت (s) r   عندماf s    )نهاية تناقص( 
   

 :7مثال 
 

 
إذا كان 

2

i

1 s 1 s
(s)r

4 s 1 s s

   


   
    

 .r(s)جد مجموعة النقط الحرجة للاقتران  (1)

 .r(s)جد القيم القصوى المحلية للاقتران  (2)
   

 ـل :الحـ
 

    (s)r ل في الفترة متص 41     )تحقق من ذلك ( 
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    (s) r

1 s 1 s2

1
4 s 1 1

s

11 s l0y



   


   


  

 

أولًا / عندما    1 s  0نجعل (s) r   0فيكون s2     0ومنها s   

  0توجد نقطة حرجة عند s 

ثانياً / عندما  41 s  0نجعل (s) r   1فيكون
0 1

s
      ومنها 41 1 s   

  (s) r  1غير موجودة عند s   ،  ،4 s  

 هذه القيم  ة عندحرج قاطتوجد ن  

 التي عندها نقط حرجة  sمجموعة قيم  4101  

 
 غير موجودة        غير موجودة          صفر          غير موجودة          

 r(s)إشارة       

(s)سلوك  ------ ++++++ ++++++  r 

             4            1           0          -1 

(s)من إشارة  r :في الشكل السابق يتضح أن 

1عند  s  1هي  يوجد قيمة عظمى محلية (1 )r     لأنها بداية تناقص 

0عند  s  0  هي  يوجد قيمة صغرى محلية (0)r وهي مطلقة 

4عند  s  هي  يوجد قيمة عظمى محليةi4 4 (4)r    ية تزايد لأنها نها 

 
 نظرية القيم القصوى المطلقة :  
 
 

اقترانا متصلًا في   r(s)إذا كان   f h  فإن(s)r يتخذ قيمه القصوى المطلقة في الفترة f h 

 
 

  

 :8مثال 
 

 
إذا كان 

1 s 0 s2 4
(s)r

2 s 1 1 s

   


   
    

 r(s)جد مجموعة النقط الحرجة للاقتران  (1)

 r(s)جد القيم القصوى المحلية للاقتران  (2)
   

 

1 s


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 ـل :الحـ
 

 (1) (s)r  متصل على الفترة 20     ) تحقق من ذلك( 

 :  لإيجاد النقط الحرجة

(s) r

1 s 0 2

2 s 1 1

10 s l0y



  


  
 

 

0النقط الحرجة حيث    s 

4 (0)r               ،2 (1)r           ،3 (2)r 

 بمقارنة النتائج الثلاث نستنتج أن : 

2 (1)r قيمة صغرى مطلقة للاقتران(s)r 

4 (0)r قيمة عظمى مطلقة للاقتران(s)r 
   

 :9مثال 
 

3s6 أوجد أكبر قيمة وأصغر قيمة  للاقتران  s2 (s)r    3في الفترة 3
2 2

 
 

  
   

 ـل :الحـ

 
 
 

 (s)r 3الفترة متصل على 3
2 2

 
 

 لأنه كثير حدود  

 2
6 s6 (s) r                        ،3 3

s
2 2

 
 

 

0عندما  (s) r     2يكون
0 6 s6         1ومنها s   

 عند النقط الحرجة  r(s)نحسب 

   34 6 2 1 6 1 2 (1 )r         

   34 6 2 1 6 1 2 (1)r         

   
39 3 3 3

6 2 ( )r
4 2 2 2

  
                  

    
39 3 3 3

6 2 ( )r
4 2 2 2

   

4أصغر قيمة للاقتران     .       4أكبر قيمة للاقتران            
 

 

 

 


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  3- 2تمارين 

 جد النقط الحرجة للاقترانات الآتية :  (1)

2 .أ 
s 9 (s)r                                                     

 : الجواب                                                                                                                              90  

r5         ،(s) .ب  40 s          

: الجواب                                                                                                        5 s 40 s  

3 .ج  (s)r2 s           ،p s    

          حرجة نقاط توجد لا : الجواب                                                                                                                 

                                                  

2 .د  (s)rs s4       ،4 s 0             

 : الجواب                                                                                                    00 ،  22 ،  04 

 

 
 

 )إن وجدت(  r(s)في كل ممايلي جد القيم العظمى والصغرى المحلية للاقتران  (2)

2 .أ  (s)rs 9        

0 من كلًا  الجواب:                    (3 )r  ، 0 (3)r 3، محلية صغرى قيمة (0)rمطلقة وهي محلية عظمى  

 
 

،         .ب  0 s             

0 عند محلية صغرى قيمة توجد الجواب:        s 1 هي (0)r & عند محلية صغرى قيمة توجد s  1هي ( )r  

                                          

 .ج  2 1 s
(s)ri

          ،p s         

1الجواب:                                                                                                       (1 )r محلية صغرى 

r(s) .د 
1

s 1
2

 
 

          ، 20 s                                   

1 ، لكل ثابت r(s) : الجواب                                                         (2)r  محلية صغرى  

 

 

 

 

2 2
s s (s)r

 20 s
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2إذا كان للاقتران  (3) 35 sf s sh (s)r      قيمة صغرى محلية عند النقطة 8 1 ، 

fجد قيمتي كلا من   h  .                                                                       

1  الجواب:                                                                                                            h     ،  5 f   

 

إذا كان  (4)
  

21 s 3 2 s s
(s)

8 s 1 3 s

     


     

 

   أوجد القيم العظمى والصغرى المحلية ، وبين المطلقة منها . 

3)الجواب: القيم العظمى المحلية هي  )r  ،(1)r  ،(8)r  1يم الصغرى المحلية هي & الق
( )r
2

  ،(3)r) 

      

 

3جد أكبر قيمة وأصغر قيمة للاقتران   (5)
s s (s)r

1
3

   ، 20 s  

2 قيمة أكبر                                                                                  
( )r

3 2


 & 2  قيمة أصغر 3
( )r

3 2


     

           

       

3)النقطة قيمة عظمى محلية عند  r(s)ا علمت أن للاقتران إذ (6) 3، بين أن للاقتران   (2 ((s)r 1) (s)i   قيمة

8)صغرى محلية عند النقطة  2) 

 

 

 

5باستخدام القيم القصوى أثبت أن المقدار  (7) 41
2 s s4

5
   . ًموجب دائما 
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 ونقط الانعطاف  التقعر 4 – 2
   

 اختبار التقعر باستخدام المشتقة الثانية : 

اقترانا متصلًا في الفترة  r(s)إذا كان  f h   وكان ،(s) r  معرفاً في الفترة f h فإن منحنى(s)r  : يكون 

مقعراً لأعلى في الفترة  (1) f h 0ت إذا كان (s) r   لجميع قيم f h s 

مقعراً لأسفل في الفترة  (2) f h  0إذا كانت (s) r   لجميع قيم f h s 

غيرمقعرللأعلى أو للأسفل  في الفترة  (3) f h  0إذا كانت (s) r   لجميع قيم f h s 

   

 : 1مثال
 

3إذا كان   4s5 s s (s)r     أوجد الفترة التي يكون منحنى ،(s)r  فوق جميع مماساته ، والفترة التي

 تحت جميع مماساته r(s)يكون فيها 
   

 الحــل:
 

 (s)r  متصل على ح لأنه كثير حدود 
2 35 s3 s4 (s) r     

2s6 s12 (s) r  
0بوضع  (s) r      20نجد أن s6 s12        ومنها 0 1 s2 s6   

    0 s           1أو
s

2
 

 

 صفر             صفر             

         
 r(s)سلوك

(s)إشارة  +++++++ ------- +++++++ r 

              1
2

 صفر                

يقع فوق جميع مماساته )مقعر لأعلى( في الفترات   r(s)أن  يتضح  الشكلمن    0   ،1
2

 
  

(s)r   1  جميع مماساته )مقعر لأسفل( في الفترةيقع تحت
2

 
  

    

 :2مثال
 

3إذا كان   (s)rs   أوجد مجالات التقعر لأعلى والتقعر لأسفل للاقتران(s)r 
   

 الحــل:
 

 (s)r  لأن مجال الاقتران معرف على ح متصل على ح 
1
3 s (s)r         

2
3 1

s (s) r
3


          ومنها

5
3 2

s (s) r
9

 
 

0نجعل   (s) r         فيكون
5
3 2

0 s
9

 
        0ومنها s  
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 صفر                   

 

     ------- 

 

+++++++++ 

 r(s)سلوك
(s)إشارة  r 

 صفر                   

(s)من إشارة  r في الشكل السابق يتضح أن  :(s)r  مقعر لأعلى في الفترة 0 

 (s)r  مقعر لأسفل في الفترة 0 

 
 تعريف :  

r(]))تسمى النقطة   (1)     إذا كان :r(s)نقطة انعطاف للاقتران  (]

 (s)r اقتراناً متصلًا عند[ s  

 من الأعلى إلى الأسفل أو العكس   يغير الاقتران إتجاه تقعر منحناه عند  
 عند نقطة الانعطاف  ق)س(زاوية الانعطاف : هي زاوية ميل المماس المرسوم لمنحنى    (2)

r(]))إذا كانت  (3) 0نقطة انعطاف وكان   (] ([) r فتسمى النقطة(([)r  نقطة انعطاف أفقي  (]
   

 :3مثال
 

2 كانإذا  

s
(s)r

9 s



  r(s)، أوجد مجالات التقعر لأعلى ولأسفل ونقط الانعطاف للاقتران    

   

 الحــل:
 
 

 (s)r  متصل علىp  

 

 

2

2 2

(s2)s 9 s 1
(s) r

9 s

  



                

 

2

2 2

s 9
(s) r

9 s





 

 

2 2 2 2

2 2

(s2(9 s)2)( s 9) (9 s)s2
(s) r

9 s

    



       

9)2بأخذ  s)s2   عامل مشترك في البسط 

 

2 2 2

2 2

( s2 18 9 s)(9 s)s2
(s) r

9 s

    



 

 

 

2 2

2 2

( s 27)(9 s)s2
(s) r

9 s

  



    

0عندما  (s) r        
 

2 2

2 2

( s 27)(9 s)s2
0

9 s

  



 

[ s
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20ومنها  ( s 27)s2         0إما s   227 أو s        

                                                0إما s    3أو s3      3أو s3   
 صفر                  صفر                صفر             

 r(s)سلوك      

(s)إشارة  ------ ++++++ ------ ++++++ r 

          33        0       33        

3مقعر لأسفل في الفترة  r(s): من الشكل الموضح يتضح أن       ،03   

(s)r  3مقعر لأعلى في الفترة     ،3   

3نقط الانعطاف    : 
( ) (( )r )3 3 3

12


      وكذلك( ) (( )r )00 0 0 

3وكذلك                       
( ) (( )r )3 3 3
12

     

   

 :4مثال
 

2بين أنه لا توجد للاقتران  

is (s2) (s)r    نقطة انعطاف في الفترة i 1   ،0 s  

   

 ـل: الحـ
 

 1 2
s2 s2 (s) r

s s2
              

2

1
2 (s) r

s
   

0عندما    (s) r   2يكون

1
0 2

s
         ومنهاs2   

 

 

 

 

 غير موجودة            صفر           غير موجودة    

 r(s)سلوك    ¤  

(s)إشارة      ++++++ ++++++          r 

       i         2            1     
 في الفترة r(s)لا يغير من اتجاه تقعره ، فلا توجد نقاط إنعطاف للاقتران r(s)بما أن    i 1   
   

 :5المث
 

sإذا كان   s (s)r     ،3
s

2 2
  
 

 r(s)لأسفل للاقتران و، أوجد فترات التقعر لأعلى     

 ، ثم جد نقط الانعطاف وزوايا الانعطاف إن وجدت .
   

 ـل :الح
 

 (s)r 3متصل على
2 2
  
 

  لأنه فرق اقترانين متصلين   
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   s s (s)r           

   s 1 (s) r       ،3
s

2 2
  
 

 

sومنها   (s) r     ،3
s

2 2
  
 

    

0عندما   (s) r       0فإن s     ومنهاs   0أو s  

 
        

 صفر             غير موجودةوجودة        صفر             غير م            
 r(s)سلوك     

(s)إشارة   ----- +++++ -----  r 

          3
2
                    0           

2

 

(s)ومن إشارة  r  : في الشكل المقابل فإن 

(s)r  مقعر لأعلى في الفترة 0    

(s)r  3مقعر لأسفل في الفترة
2
  
 

      ،
2
  

 
 

،    (00)النقطتان       نقطتا انعطاف 

  (00)هي زاوية الانعطاف عند النقطة  1iلإيجاد زوايا الانعطاف نفرض أن 

ومنها   
10 0 r i        10 i 

هي زاوية الانعطاف عند النقطة  2iنفرض أن       

  
22 r i        1

22 i   
   

 :6المث
 

 
 

24عين مجالات التقعر لأعلى ولأسفل للاقتران  s (s)r   

   

 ـل :الح
 

 

    

2

2

2

2 s 4 s

2 s 2 s 4 (s)r

2 s 4 s

   


    
  

    

   

  2 s s2

2 s 2 s2
(s) r

2 s s2

2 s 2 s l0y

  
   


 
   
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2 s 2

2 s 2 2
(s) r

2 s 2

2 s 2 s l0y

  
   


 
   

      

 

 غير موجودة غير موجودة                                        

 r(s)سلوك    

(s)إشارة  ++++++ ------ ++++++  r 

                           2         2       

(s)ومن إشارة  r  : في الشكل المقابل فإن 

(s)r  مقعر لأعلى في الفترتين 2   ،  2      

(s)r رة مقعر لأسفل في الفت 22  
   

 :7المث
 

(s)الشكل المجاور يمثل منحنى   r   : جد كلًا ممايلي ، 

 r(s)فترات التزايد والتناقص للاقتران  (1)

 r(s)القيم القصوى المحلية للاقتران  (2)

 مجالات التقعر لأعلى ولأسفل  (3)

 قيم س التي يكون عندها نقاط انعطاف  (4)
  

  
 

 ـل :الح
 

(s)شارة ( تمثيل إ1)  r : 
 صفر                  صفر                صفر              

 r(s)سلوك    

(s)إشارة  ++++++ ------ ++++++ ------ r   

             3            -1        3       
 

 من الشكل المجاور يتضح أن :   

 الفترتين متزايد في 3   31    

(s)r الفترتين متناقص في  1 3   3  

 :  من الرسم أيضاً يتضح أن

(3 )r  (3)،     عظمى محليةr 1)،      عظمى محلية )r صغرى محلية 

 

(s)r
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(s)تمثيل إشارة  (2) r
 

 : 

من الشكل يتضح أن :
 

  

 (s)r تينمقعر لأسفل في الفتر  2  & 1   

 (s)r لأعلى في الفترة   مقعر 12  

2توجد نقطة انعطاف عند  s    1& عند s 

 صفر صفر            

سلوك    
 

 إشارة  ----- +++++ -----

           1            -2 

  ، 
 من الكتاب الوزاري : 85( صفحة 2حل نشاط )

    (s)r  كثير حدود من الدرجة الثالثة 

    

  5 (0)r            5 ]  
    12     نقطة انعطاف أفقي 

    1 (2)r           ،0 (2) r     ،0 (2) r 

]2وحيث أن  sf2 sh3 (s) r           f2 sh6 (s) r  

 0 (2) r      

  0 f2 2 h6                   
0 ومنها  f h6              ....................(1) 

 0 (2) r      

    20 [ 2 f2 2 h3            
 0 [ f4 h12     ..............(2 ) 

        

   1 5 2 [ 4 f 8 h          

4 [2 f4 h8      
   (   .......................3 )                                                              

1( ينتج أن   3( ، )2( ، )1بحل المعادلات )
h

2
      ،3 f     ،6 [   

2طلوب  الاقتران الم   3 1
5 s6 s3 s (s)r

2
     

 

 

 

 

(s)r

(s) r

2 3] s[ sf sh (s)r   

1 (2)r

2 [ f2 h4   
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 اختبار المشتقة الثانية في تعيين القيم القصوى 
   

 نظرية :  
0وكان   ]اقتراناً قابلًا للاشتقاق في فترة مفتوحة تحوي r(s)إذا كان    ([) r  : فإن 

(1) ([)r  0قيمة عظمى محلية ، إذا كانت ([) r 

(2) ([)r  0قيمة صغرى محلية ، إذا كانت ([) r 

0إذا كانت  يفشل تطبيق الاختبار (3) ([) r  أو ،([) r.غير موجودة 
   

 :  8مثال
 

 جد القيم العظمى والصغرى المحلية للاقتران  

          2 5 1
1 s4 s (s)r

5
             إن أمكن : الأولى باستخدام اختبار المشتقة 

   

 ل :ـالح
 

    (s)r           متصل وقابل للاشتقاق على ح لأنه كثير حدود 

 4s8 s (s) r  
0نجعل  (s) r          

40 s8 s   

      ومنها  

 أو             
 38 s4 (s) r     

     
 قيمة عظمى محلية   

    وكذلك 

      قيمة صغرى محلية.      

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 30 8 s s 

0 s2 s

 30 8 8 0 4 (0) r    

1 (0)r

 30 24 8 2 4 (2) r   


43

(2)r
5
 
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  4 – 2تمارين

 في الحالات الآتية :  r(s)عين فترات التقعر لأعلى ولأسفل لمنحنى   (1)

1)2 .أ  s)(4 s) (s) r       ،p s  

 لفترتينا في لأسفل مقعر                           2   ،  21  الفترة في لأعلى ومقعر     1 2   ،  2 

227  .ب  s3 (s) r                                 

 الفترة في لأسفل مقعر : الجواب                                                           0   الفترة في لأعلى ومقعر  0  

 

2 .ج  41 1
s s (s)r

2 4
     

1 الفترة في لأسفل قعرم : الجواب                    1

3 3

 


  
1  الفترتين في لأعلى ومقعر   

3

 
 

  
 ،    1

3

 

  

  

           
 

s2 .د  (s)r                  ،s
2 2
  
 

   

 الفترة في لأسفل قعرم : الجواب                     
4 4
  
 

  الفترتين في لأعلى ومقعر   
4 2
  
 

 ،    
2 4
  
 

      

 

 

 في الحالات الآتية :  r(s)طاف لمنحنى حدد نقاط الانع (2)

3  .أ  (s)rs 8                                                                               

الجواب :  202  نقطة انعطاف 

 

s .ب  s (s)r               ، 20 s         

  : الانعطاف نقاط  : الجواب                                                                                    3
0

4
 ،  7

0
4


 

 

227 .ج 
s (s)r

s
               ،0 s                                      

 الانعطاف نقطة  الجواب:                                                                                                           03 

 

2إذا كان  (3) 3 4sh s6 s (s)r     (1))وكان للاقتران نقطتا انعطاف إحداهماr  ، جد نقطة الانعطاف الأخرى . (1

 الانعطاف نقطة  : الجواب                                                                                                       162   
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2إذا كان  (4) 3] s[ sf s (s)r       حيثp ] [ f   4بحيث (0)r  وكان للاقتران ،(s)r  نقطة

1انعطاف عند  s عادلة المماس لمنحنى وم(s)r  5عند نقطة الانعطاف هي w s2   أوجد قاعدة الاقتران ،(s)r 

2 : الجواب                                                                                           34 s s3 s (s)r    

 

قابلًا للاشتقاق على   r(s)إذا كان  (5) f h  ،(s); كثير حدود متزايد في f h   ،0 (s);  في هذه الفترة ، وكان 

7
s5 (s) r

(s);
     أثبت أن منحنى الاقتران ،(s)r  مقعراً لأسفل في الفترة f h. 

                                                                                                     

2 إذا كان لمنحنى (6) 3 4s10 s12 s6 s (s)r         ،p s  انعطاف : تا نقط 

                                                                     عين نقطة الانعطاف الأفقي منهما .      .أ 

       1                      
 د نقطة الانعطاف الثانية .                                           عن r(s)عين معادلة المماس لمنحنى  .ب 

s2 : الجواب  w   

 

1عندها نقط انعطاف حيث  rجد قيم س التي يكون لمنحنى الاقتران   (7)
s2 s 2 (s)r

2
      ، 20 s  

2 : لجوابا
s

3


  ، s  ، 4
s

3


 

 

 استخدم اختبار المشتقة الثانية لتعيين القيم القصوى للاقترانات الآتية :  (8)

 .أ 
4 2s2 s8 (s)r    
0 عند محلية صغرى قيمة توجد   الجواب:                                  s ، عند محلية عظمى قيمة توجد s2  ،s2    

1 .ب 
s (s)r

s
        ،0 s   

1) : الجواب                                                                                          )r (1) & محلية عظمىrمحلية صغرى               

 

 

(s)الشكل المجاور يمثل منحنى   (9) r  إذا علمت أن النقاط الحرجة 

1هي عند  r(s)للاقتران  s   ،6    : أوجد ، 

 r(s)فترات  التقعر لأعلى والتقعر لأسفل للاقتران  .أ 

مقعر لأسفل في الفترتينالجواب:  2   ، 4   مقعر لأعلى في الفترة ، 42 
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           نقط القيم القصوى المحلية  .ب 

1)  : الجواب                                                 )r(6)، محلية صغرى قيمةr محلية عظمى قيمة 

                  نقطة/نقاط الانعطاف  .ج 

  الجواب:                                                                                            (2 )r 2  ،  (4)r 4 

 

 

(s)يمثل الشكل المجاور منحنى   (10) r  ومنحنى ،(s) r 

 المعرف على ح ، اعتمد على ذلك في الإجابة  r(s)للاقتران 

 عن الأسئلة الآتية : 

 .عين مجالات التزايد والتناقص للاقتران ق  .أ 

 الفترتين في متزايد : )الجواب 1  ،  1 & في متناقص  11 ) 

 عين قيم س التي يكون للاقتران  عندها قيم قصوى محلية باستخدام: .ب 

 اختبار المشتقة الأولى .  (1)

   .  الثانية المشتقة اختبار (2)

  محلية( صغرى قيمة توجد 1س= ندع & محلية عظمى قيمة توجد 1-س= عند : )الجواب                                                 

 عين مجالات التقعر للاقتران ق . .ج 

 الفترة في لأعلى مقعر r(s) : الجواب                                                      0 &  لأسفل مقعر  0  

 للاقتران ق .  عين نقط الانعطاف .د 

 الجواب:                                                                                                                    (0)r0 انعطاف نقطة  

 
 

 

  r  ،(s)i(s)الشكل المجاور يبين منحنى الاقترانين  (11)

المعرفين على            f h  ، 

أثبت أن            (s) i r  اقتران متناقص في f h 
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 تطبيقات عملية على القيم القصوى  5 – 2

   

 :1مثال
 

 متساوي الساقين ، أوجد أطوال أضلاع المثلث إذا كانت مساحته أكبر ما يمكن سم ليكون مثلثاً  12ثني سلك طوله  
   

 ل :الحـ
 

                         ص( 2الضلع الثالث طول ) للتسهيل نفرض    s   ،s  ،w2نفرض أطوال أضلاع المثلث  

                            12طول السلك =    

                     ومنها   

 فيكون   

1مساحة المثلث =   
2

 الارتفاع × طول القاعدة  

                  =2 2 1
w2w s

2
   

 (s)l  2 2 (s 6)( s s12 36) s               

          (s 6)36 s12       
12

(s 6) (s) l36 s12
236 s12

   


 

           (s 6)6
36 s12

36 s12


 


 

( ) (s 6)636 s12s6 3636 s12 (s) l
36 s12 36 s12

   
 

 
  

s18 72
(s) l

36 s12


 


 

0نضع  (s) l        فيكونs18 72
0

36 s12





0ومنها       s18 72   

72ومنها  s18             4 s 

 

 

 

 

 

4المجاور يتضح أنه توجد قيمة عظمى محلية عند من الشكل  s  

 مس4سم  ، 4سم  ،  4أي أن مساحة المثلث تكون أكبر ما يمكن عندما تكون أضلاعه 

 غير موجودة        صفر                                

 r(s)سلوك    ¤  

(s)إشارة      ++++++ ------          r 

                      4             0    

12 w2 s s  

12 w2 s2 s2 12 w2 

s 6 w 
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 : 2لمث
 

 ، ومجموع مربعيهما أقل ما يمكن  20جد العددين اللذين مجموعهما  
   

 ـل :الح
 

   s  ،wنفرض العددين  

 20      20بما أن مجموع العددان =  w s        ومنهاs 20 w   (   ...........1 ) 

2 =مجموع مربعي العددين  2w s     =  22 s 20 s  

2أي أن   2 2400 s40 s2 s s40 400 s (s)l             

          2400 s40 s2 (s)l   

     40 s4 (s) l            
0نجعل  (s) l           0فيكون 40 s4          10ومنها s 

 

 

 

 

 

10يتضح من الرسم  أنه توجد قيمة صغرى محلية عند  s  

10( نجد أن 1ة )لبالتعويض في المعاد w 

 10،   10 هما  العددان  

 صفر                                        

 r(s)سلوك  ¤  

(s)إشارة    ------- ++++++          r 

                      10              

   

 : 3مثال
 

w1جد أقرب نقطة واقعة على منحنى   s    إلى النقطة 02 h  
   

 ـل :الح
 

w)نفرض أن النقطة   s)f  نقطة ما على المنحنى ص 

2المسافة  2 t fhw (2 s)      (   ...........1 ) 

w1لكن   s       2ومنها w1 s  

2بالتعويض عن  w ( 1في المعادلة ) 
2 2 t1 4 s4 s 1 (2 s)s s          

  2 (s)t3 s3 s     

2

t]
s]

3 s2

3 s3 s




 
               

t]0عندما  s]     يكون
2

3 s2
0

23 s3 s




 
     0 3 s2         3ومنها

s
2
 
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[tلاحظ أن 
s]   1غير موجودة عند s   لأنها نقطة طرفية 

 

 

 

 

 

 

3من الرسم يتضح أنه توجد قيمة صغرى محلية عند 
s

2
   وهي مطلقة 

  (12)أقرب نقطة واقعة على المنحنى للنقطةh  هي ( )r
1 3 3 3

2 2 22

 
 

 
  

 

                              

 صفر            غير موجودة                              

 t(s)سلوك    ¤  

(s)إشارة     ------- ++++++          t 

                      3
2

             1  

 :4مثال
 

2جسم يتحرك في خط مستقيم حسب العلاقة   3k80 k12 k t     حيثt  ، بالأمتارk  ، الزمن بالثواني

 سرعة ممكنة لهذا الجسم .أوجد أقل 
   

 ـل :الح
 

 2 t]
k]80 k24 k3 (k)u       (   ..............1 ) 

[uلحساب  أقل سرعة ممكنة نحسب 
k]      حيثu]

k]24 k6  

[uعندما   
k]0        0 24 k6         ومنهاe4 k  

 

 يتضح من الرسم المجاور أنه توجد قيمة 

e4صغرى محلية عند  k 

 وحساب السرعة عند هذا الزمن نعوض 

 ( :1في المعادلة )

   232 80 4 24 4 3 (4)u   م/ث 

                              

 صفر                                          

 u(k)سلوك   ¤  

(k)إشارة    ------- ++++++          u 
                      

4
              

   

 :5مثال
 

w)من النقطة   s)h 1الواقعة على منحنى
w

s
     ،0 s    رسم العمودان[h fh   ين على المحورين الإحداثي

 نقطة الأصل ( بحيث يكون محيطه أصغر ما يمكن . l) حيث  lfh]، أوجد بعدي المستطيل  
   

 :ل الحـ
 

w)نفرض أن   s)h  إحداثيات  نقطة على المنحنى  فتكون     

 

(0s) f



 85         /أ.رامي عاشورالجزء الأول علمي 12ي الرياضيات للصف ف الممتاز

(w0)وإحداثيات  [ 

 محيط المستطيل = مجموع أطوال أضلاعه            

  محيط المستطيلw2 s2     (    .........1 ) 

 1
w

s
  ...(   .............2 ) 

 ( 1( في المعادلة )2بالتعويض من المعادلة )
2

s2 (s)p
s
      حيث(s)p   ترمز لمحيط المستطيل 

2

2
2 (s) p

s
   

0عندما  (s) p   2تكون

2
0 2

s
     

 21 s      1ومنها s 

 نستخدم اختبار المشتقة الثانية  لتحديد القيم القصوى حيث :
2 s2 2 (s) p      3ومنها s4 (s) p  

 30 4 1 4 (1) p     
  1توجد قيمة صغرى محلية عند s 

  1(   2) بالتعويض في المعادلة
1 w

1
   

  سم  1سم ،  1يكون محيط المستطيل أصغر ما يمكن عندما تكون أبعاده 

 

 : 6مثال
 

صندوق من االصفيح على هيئة متوازي مستطيلات مفتوح من أعلى ، فإذا كان طول قاعدته مثلي عرضها وكان حجمه  

 نعه أصغر ما يمكن . ، أوجد أبعاد هذا الصندوق بحيث تكون مساحة الصفيح اللازم لص 3سم 288
   

 :لـالح 
 

  u، الارتفاع =   s2، الطول =   sنفرض العرض =  

 الارتفاع العرضالطول  حجم متوازي المستطيلات  

                                    2u s2 u s s2     
 288وحيث حجم متوازي المستطيلات = 

  2288 u s2       2

144
u

s
     (  ...........1 ) 

 لوب = مساحة القاعدة + مساحة الجوانب الأربعة مساحة الصفيح المط

                              
                             2us6 s2     ( .................2)                         

 u(  عن قيمة 2( في المعادلة )1بالتعويض من المعادلة )

u s2 2 u s 2 s s2       
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  2
2

144
s6 s2 (s)r

s
  

 
 

            2864
s2

s
                                     

         

0بوضع     (s) r       2يكون

864
0 s4

s
         2) بالضرب في s) 

30 864 s4         3216 s        6 s   
 نستخدم اختبار المشتقة الثانية  لتحديد القيم القصوى حيث :

   2 s864 s4 (s) r      

  3 s1728 4 (s) r     

       3
3

1728 1728
0 12 4 4 6 1728 4 (6) r

216 6
        

 6محلية عند  توجد قيمة صغرى s    

  12 6 2 s2 w     ،       2سم

144 144
4 u

36 6
    سم 

  سم 4سم  ،  12سم   ،  6 أبعاد الصندوق االتي تجعل مساحة الصفيح اللازم لصنعه أصغر ما يمكن هي 
   

 :7مثال
 

جد أبعاد المستطيل ذي المساحة الكبرى والواقع في الربع الأول بحيث تنطبق قاعدته على محور السينات ويقع رأساه  

2ان على منحنى الاقتران  الآخر s s6 5 (s)r     
   

 ل :ـالح
 

fلرسم الاقتران نحدد احداثيات الرأس =   f
(( )r )

h2 h2
  

f6
3

1 2 h2
   


           

   f
4 9 18 5 (3)r ( )r

h2
       

0لتحديد نقاط تقاطع المنحنى مع محور السينات نضع  (s)r  

20ومنها  s s6 5         5 s    1أو s 

 (محور السينات ورأساه د ، جـ على منحنى ق)سنفرض أن أب جـ د مستطيل يقع رأساه أ ، ب على 

وحيث أن احداثيات رأس المنحنى =  4          هي معادلة محور تماثل القطع المكافئ        3

                                                 نفرض وب = س  ، فيكون وأ = س 

تكون احداثيات ب = , 0s 3  كون و ت   ، 

ومنها إحداثيات  (s 3)r s 3 [   
2 (s 3) (s 3)6 5 (s 3)r       2 2s 4 s s6 9 s6 13        

f]تطيل = مساحة المس fh  

2

864
s4 (s) r

s
 

3 s 

(03), 0s 3 h
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          (s)l 2( s 4) s2   3 s2 s8           ، 

0بوضع  (s) l      20يكون s6 8      28ومنها
s

6
    2 4 s

33
  

    s12 (s) l       2 2
0 ( )12 ( ) l

3 3
   

  2توجد قيمة عظمى محلية عند
s

3
      وعندها تكون

2

8 2
4 w

3 3

 
   

 
  

 4 أبعاد المستطيل ذو أكبر مساحة هي

3
 ،  8

3
 

 الوزاري الكتاب من 89 صفحة (2) نشاط حل

 ستطيل = س نفرض طول الم  

u)عرض المستطيل =  s)r (u)i  

 العرض × مساحة المستطيل = الطول 

                     (u)i s  u20 s   
us20أي أن  l   (  ..........................1 ) 

u)العرض   s)r (u)i  

            (u s) 42 u20   

u s 42 u20            

   s 42 u u20     s 42 u21  
sومنها  

2 u
21

    (  .....................2 ) 

(  : 1في المعادلة ) (2المعادلة )بالتعويض من  s
2 s20 l

21
  

   
s20

s 42 (s)l
21

     (  ........................3 ) 

 
s20 20

(1 ) s 42 (s) l
21 21

    

0بجعل   (s) l             يكون 
s20 20

0 (1 ) s 42
21 21

    

 0 s s 42          0 s2 42                 21 s  
21يمكن التأكد أنه توجد قيمة عظمى محلية عند  s   21وعندها تكون

1 21 u
21

         

 ( للحصول على أكبر مساحة ممكنة للمتنزه 1وض في المعادلة )نع

  420مساحة أكبر متنزه تكون 1 21 20    وحدة مربعة 

                    

2 s6 8 (s) l 
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  5-2تمارين 

3جد العدد الذي ينتمي للفترة  (1) 1
2 2
 
 

 الذي يجعل ناتج جمع العدد ومقلوبه أكبر ما يمكن .  

1الجواب: أكبر مجموع عندما                                                                                                    
s

2
  

 

 ، جد أقل مساحة ممكنة من الصفيح لتصنيعه . 3سم 100وعاء اسطواني الشكل مفتوح من الأعلى ، حجمه  (2)

 2سم 300الجواب:                                                                                                                    

 

جد إحداثي النقطة  (3) w s h  2الواقعة على منحنى العلاقة s w  التي بعدها عن النقطة 018 f . أقل ما يمكن 

2الجواب: أكبر بعد ممكن عندما                                                                  s  وحدة طول 272ويساوي 

 

جد معادلة المستقيم المار بالنقطة  (4) 3 . ويصنع مع المحورين الاحداثيين الموجبين مثلثاً مساحته أقل ما يمكن 

24الجواب:                                                                                                             w3 s4  

  

سم بحيث تنطبق قاعدته على قطر الدائرة ورأساه 4جد أكبر مساحة ممكنة لمستطيل يمكن رسمه داخل دائرة طول نصف قطرها  (5)

 خران على الدائرة .الآ

  2سم16الجواب :                                                                                                           

                 

اعدتيه على محور السينات ورأساه جد أكبر مساحة ممكنة لشبه منحرف يمكن رسمه تحت محور السينات بحيث تكون إحدى ق (6)

24الآخران على منحنى الاقتران  s (s)r   . 

2الجواب: أكبر مساحة ممكنة لشبه المنحرف عندما                                      
s

3
   256والمساحة

27
وحدة مربعة 

 

4ة يمكن رسمها داخل مخروط دائري قائم يساوي برهن أن أكبر حجم لاسطوانة دائرية قائم (7)
9

 حجم المخروط .   

 

 

f)رسم مستقيم يمر بالنقطة الثابتة  (8) h)  حيثh  ،f  0   فقطع محور السينات الموجب في النقطةl  ومحور الصادات الموجب ،

,k، أثبت أن أقل مجموع لطولي الجزأين المقطوعين  kفي النقطة  l,   يساوي 
2

f h  . حيث و نقطة الأصل 

 

 

 ، دورة كاملة حول أحد أضلاعه .   سم 60=ستطيل محيطه أوجد باستخدام التفاضل أكبر حجم للشكل الناتج من دوران م (9)

4000الجواب :                                                                                            p  3سم 
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دة المثلث على نصف قطر الدائرة ويقع رأسه على محيطها ، بحيث تنطبق قاع vرسم مثلث داخل ربع دائرة نصف قطرها  (10)

2أكبر مساحة لهذا المثلث تساوي أثبت أن  1
v

2
  

 

 

2رسم مستطيل داخل قطع ناقص معادلته   (11) 24 w s4  

 بحيث تقع رؤوسه على منحنى القطع الناقص ، وبحيث تكون أضلاع المستطيل 

 موازية لكل من المحورين الاحداثيين ، جد أبعاد المستطيل التي تجعل  

 مساحته أكبر ما يمكن .

 

2) الجواب :   وحدة طول 22

 

 

 

 

 الزاوية بحيث  قائمب جـ  و في الشكل المقابل : المثلث (12)

 ينطبق ضلعي القائمة على محوري السينات الموجب والصادات 

2يمس منحنى الاقتران وجب ، ووتر المثلث الم s s3 w  

 عند النقطة  2 h h3 h 

 ، ما أصغر مساحة ممكنة لهذا المثلث ؟ 

 

2وحدة مربعة عندما  8) الجواب : المساحة =  h ) 
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 الوحدة الثالثة

 والمحددات المصفوفات
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 المصفوفات  3-1
   
 تعريف :  

المصفوفة هي تنظيم مستطيل الشكل لمجموعة من الأعداد على هيئة صفوف وأعمدة محصورة بين قوسين ] [ ويرمز لها   

 بأحد الأحرف أ ، ب ، .......وتسمى الأعداد داخل المصفوفات مدخلات .

 م عدد الصفوف ، ن عدد الأعمدة ن حيث × رتبة المصفوفة تكتب على الصورة م 

 عدد الأعمدة × عدد مدخلات المصفوفة = عدد الصفوف 
   

   :1مثال
 إذا كانت 

1 5 2
h

3 0 4

 
 

 
    ،

3 2

1 4 f

6 5

 
  
 
  

    

  h   ،fجد رتبة كلًا من  (1)

31جد قيمة  (2) 23 12h f h   
   

 ل :الح
h  =3رتبة  (1)   2                        رتبةf  =2 3     

(2)  31 23 1211 (1 ) 6 4 h f h       
   

 أنواع خاصة من المصفوفات :

 المربعة : يكون فيها عدد الصفوف = عدد الأعمدة = ن   ، وتسمى مصفوفة مربعة  من الرتبة ن . المصفوفة (1)

 مصفوفة الوحدة : ويرمز لها بالرمز م وهي مصفوفة مربعة . وتكون مدخلاتها على النحو الآتي :  (2)

id

i d 1
l

i d 0

 


 
    

3المصفوفة الصفرية )و( : هي المصفوفة التي جميع مدخلاتها أصفار ، مثل   (3) 2

0 0 0
,

0 0 0 

 
 

 
  

 ة الصف : هي المصفوفة المكونة من صف واحد مصفوف (4)

 مصفوفة العمود : هي مصفوفة مكونة من عمود واحد .  (5)

idi بحيث sربعة المصفوفة المالمصفوفة القطرية : هي  (6) d s           

   المصفوفة المثلثية العلوية : هي المصفوفة المربعة التي تكون مدخلاتها التي تحت القطر الرئيسي أصفاراً  (7)
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 :2مثال 
  

إذا كانت 
0 0

H
0 0

 
 

 
      ،

0 1
F

1 0

 
 

 
      ،

5

1 [

2

 
  
 
  

    ، 2 3 4 ]  

[حدد نوع كلًا من المصفوفات  (1)   [ F H . 

 ما حاصل ضرب مدخلات الصف الثاني من المصفوفة ب ؟ (2)
   

 ـل :الح
  (1)  H    ،    مصفوفة صفريةF    ،  مصفوفة صف .  [مصفوفة عمود    ،   ]مصفوفة وحدة 

0حاصل الضرب =   (2) 0 1   
   

 اب الوزاري : من الكت 103صفحة  2نشاط   

id

i d i d

i d i d ;

d
i d

i d


  


  


 

 

 

121قيمة المدخلة  1 2 ;       213،  قيمة المدخلة 2 1 ;       
3

3d
1 d

;


   33 32 31

19 3
5 4 ; ; ;

2 6
       

11ر الرئيسي هي القطمدخلات  ;     ،22 ;   ،33 ;   

11

1 1
;

2 1 1
 


       ،22

1 2
;

2 2 2
 


      ،33

1 3
;

2 3 3
 


 

   

 تساوي مصفوفتين : 
   

 تعريف :   

 تتساوى المصفوفتان  أ ، ب إذا كان لهما نفس الرتبة ، وكانت مدخلاتهما المتناظرة متساوية   

   

 :3المث
  

إذا كانت 
1 s5 2 1 U 2

3 4 w2 3 w s

    
   

   
  s    ،w    ،uفما قيمة كلًا من    

   

 ل :ـالح
  s5 u    (  ............1            )w2 s( ...............2            )4 w 

   8 4 2 s               40 8 5 u   
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 :4مثال
إذا كانت   

2

w s g
H

u w s

 
 

 

    ،
5 1

F
16 3

 
 

 
   s   ،w     ،u     ،g، جد قيمة / قيم كلًا من   

   

 ل :ـالح
  1 g 1 g             

5 w s   (  .................1 ) 

3 w s  ( ..................2 ) 
216 U      4ومنها U     

4( نجد أن 2( ، )1بحل المعادلتين ) s    ،1 w 

   

  1-3تمارين 

2إذا كانت   (1)

16 3 2 13

5 10 12 8
H

9 s 8 12

4 15 9 1

 
 
  
 
 
 

  

          Hما رتبة المصفوفة  ( أ)

24جد قيمة   ( ب) 32 11h h h                                                                                     (:14الجواب)        

3336لموجبة حيث ا)جـ(  ما قيمة س  H                                                            (:6الجواب s  ) 

 

4من الرتبة  Hاكتب المصفوفة   (2) 3    حيثid

i d 1

i d 0 H

i d 2

 


 
 

 

  )الجواب:                                                                                                             
2 2 2 0

2 2 0 1 h

2 0 1 1

 
  
 
  

 ) 

Iكون مصفوفة مربعة من الرتبة الثانية تعطى مدخلاتها حسب العلاقة   (3) D

ID3 H   

                                                                                                 
1

1
3 h
1 3

 
  
  

  

 

إذا كانت   (4)
2

2

1 6 1 3 s

2 s5 s 2 6

  
       

3 ))الجواب:                          s، جد قيمة       s             
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 العمليات على المصفوفات :  3-2
   

 أولاً/ جمع المصفوفات: 
 

 تعريف:  

kمصفوفتان من الرتبة  h  ،fإذا كانت    l  فإنf h [   هي مصفوفة من الرتبةk l    مدخلاتها

idأي أن  h   ،fمن ناتجة  من جمع المدخلات المتناظرة في كل  id idf h [  

   
إذا كانت    :1مثال 

1 1 2
h

0 3 5




 
  

      ،
3 4 1

f
6 3 2




 
  

    ،
2 2

[
0 1


 
  

 ، أوجد إن أمكن :   

(1) f h              (2    )h f              (3 )[ f  
   

 (1)   ــل :الح
 2 5 1 3 1 4 1 1 2

f h
6 6 7 6 0 3 3 2 5

      
          

 

 
  

(2) 
2 5 1 1 3 1 4 2 1

h f
6 6 7 0 6 3 3 5 2

   
  

  

   
      

  

 

  (3)  [ f  غير ممكنة لأن رتبة المصفوفةf  رتبة المصفوفة[  

 

 ثانياً :       ضرب المصفوفة بعدد حقيقي 
 

 تعريف :  

kمصفوفة من الرتبة  hإذا كانت    l  عدداً حقيقياً ، فإن  ;، وكان[ h;   حيث جـ مصفوفة من الرتبة ،

k l  : وتكون مدخلاتها على النحو ،id idh; [  لجميع قيمi d  

DIأكتب المصفوفة ب حيث  (5) IDH F        ،H ( 2هي المصفوفة المعطاة في السؤال) 

 

)الجواب:                                                                                              

1 1 0

1 0 2
f

0 2 2

2 2 2

 
 
  
 
 
 

  ) 



 95         /أ.رامي عاشورالجزء الأول علمي 12ي الرياضيات للصف ف الممتاز

    

إذا كان    :2مثال 
2 5

h
1 3




 
  

   ،
4

f
1

2

5


 
  

f6، أوجد قيمة     h2  

   

20   ـل :الح 22 2 524 12 4 10 4 2
6 2 f6 h2

32 12 1 330 6 2 6 5 1

        
             

        
 

 

 ثالثاً :  طرح المصفوفات 
 

 تعريف :   
 
 

kمصفوفتان من نفس  الرتبة  h  ،fنت إذا كا  l  فإن f h f h    
   

 

إذا كان    :3مثال 
2 3

h
5 1




 
  

   ،
4

f
2

1

3


 
  

 ، أوجد قيمة  كلًا من :    

(1) f h                                     (2  )h f 
   

 (1)   ل :ـالح
2 4 4 1 2 34 2 (1 ) 3

f h
2 3 3 2 5 13 5 2 1

   
 

   

      
  
            

 

  (2) 
2 4 2 4 3 1 2 3 4 1

h f
2 3 5 3 1 2 5 1 3 2

    
 

   

       
  

              
 

نلاحظ أن    h f f h    

 

 خصائص جمع المصفوفات وضربها بعدد حقيقي : 

(1) h f f h              .................. ) خاصية التبديل (      ................................................................................. 

(2)    [ f h [ f h      ) خاصية التجميع (     ...................................................................................... 

(3) h h , , h        ................................ ) المصفوفة الصفرية المحايدة لعملية جمع المصفوفات(     ................................ 

(4)    , h h h h          ) النظير الجمعي(     ........................................................................................ 

(5)  f; h; f h ;      ...............................................   ) توزيع الضرب بعدد حقيقي على جمع المصفوفات (    ... 
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 حل المعادلة المصفوفية الآتية :   :4مثال  

                            

3 4 1 2
s

0 2 5 3




   


      
 

   :الحـل
  

نفرض 
1 2

5 3
h

 


  
إلى طرفي المعادلة من اليسار  hثم نضيف النظير الجمعي للمصفوفة  

    

 

1 2 3 4 1 2 1 2
s

5 3 0 2 5 3 5 3

  


   

        
                   

 

2 6
s

5 1
,

 

 


  
          

2 6
s

5 1 

 


  
 

   

 رب المصفوفات رابعاً:      ض
   

 تعريف :   

kمصفوفة من الرتبة  hإذا كانت    l  ،f  مصفوفة من الرتبةg k  فإن حاصل الضرب ،[ f h    حيث ،

gجـ مصفوفة من الرتبة  l وتكون مدخلات المصفوفة جـ على النحو ، 

 ik kd i2 2d i1 1d idf h f h f h [      

   

   :5مثال 
إذا كانت 

2 3
h

5 1




 
  

      ،
1 3 5

f
2 0 4

 
 

 
 ، أوجد إن أمكن :      

(1) f h                                       (2 )h f   

   

2هي  hرتبة    ل :الحـ 2   رتبة ،f  3هي 2   

   يمكن إيجاد ناتج ضربf h  حيث 

(1) 
1 3 5 2 3

f h
2 0 4 5 1

   
       

  
2 2 1 3 0 2 3 3 4 2 5 3

2 5 1 1 0 5 3 1 4 5 5 1

         
             

   

                                                           

                                                       
1 9 23

11 3 15

 
  

  

  (2) h f   غير ممكنة لأن عدد الأعمدة فيf   عدد الصفوف فيh 
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إذا كانت    :6مثال 
3 3

h
2 0




 
  

       ،
1 5

f
2 4




 
  

f، جد كلًا من       h     ،h f     ماذا تلاحظ ؟ ، 

   

9   ــل :الح 3 6 3 12 15 1 5 3 3

4 8 4 0 8 0 2 4 2 0
f h

     

 

       
   

              
 

  17 15 2 15 0 15 3 3 1 5

8 12 4 12 0 12 2 0 2 4
h f

     

   

       
   

              
 

hنستنج أن    f f h   

 
   

   :7مثال
إذا كان 5 1 2 h       ،

1

3 f

4

 
  
 
  

       ، 3 [     : أوجد إن أمكن ، 

(1) f h                          (2 )h f                        (3 )[ f2 

   

   ــل :الح
(1)       

1

15 20 3 2 3 5 1 2 f h

4

 
        
 
  

 

  
(2)  

5 1 2 1

15 3 6 5 1 2 3 h f

20 4 8 4

   
       
   

      

 

  
(3)    

6 2 1

18 3 6 3 3 2 [ f2

24 8 4

     
        
     
          

 

2]لاحظ أن    f [ f2   

   

kإذا كانت رتبة    :8مثال  3 h     رتبة ،g 2 f         فما قيمة كلًا من ن ، ل التي تجعل عمليتي ضرب .

fالمصفوفتين  h  ،h f   ممكنتين ؟ 

   

2   ــل :الح k   لكي تكون f h  ممكنة 

3 g    لكي تكونh f  ممكنة 
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إذا كانت    :9مثال 
1 1

h
0 1


 
  

     ،
1 0

f
1 1


 
  

2، جد قيمة       2f h  

   

2   ــل :الح
1 2 0 1 1 1 1 1 1 1

h h h
1 1 0 1 0 1 0 1 0 1

        
                   

 

  2
1 1 1 0 1 0 1 0 1 0

f f f
2 1 1 1 1 0 1 1 1 1

 
  

 

       
 

              
 

  2 2
2 3 1 1 1 2

3 3 2 1 1 2
f h

     
  

          
 

 

إذا كانت    :10مثال
6 3

h
4 2


 
  

     ،
6 4

f
3 2






 
  

f، جد قيمة       h  ماذا تلاحظ؟ ، 

   

     ــل :الح
 
2

0 0 18 18 12 12 6 4 6 3
f h

0 0 12 12 8 8 3 2 4 2
,

   
 

   

       
  
              

 

fنلاحظ أن حاصل الضرب    h 2فة الصفرية = المصفو  مع أن أياً من المصفوفتين ليست صفرية   ,

   

 خصائص عملة الضرب على  المصفوفات : 

]إذا كانت  f h   ، مصفوفات حيث أن عميلتي الضرب والجمع معرفتانl  ، المصفوفة المحايدةp  فإن :  ;

(1)  ([ f) h [ (f h)           ................................................................... ) خاصية التجميع (   ....................... 

(2)  ([ h) (f h) ([ f) h          . )توزيع الضرب على الجمع من اليمين(    ........................................................ 

(3) ([ f) ([ h) [ (f h)          . )توزيع الضرب على الجمع من اليسار(    ........................................................ 

(4) h h l l h            ) العنصر المحايد لعلية ضرب المصفوفات (   ................................................................................... 

(5)  (f;) h f (h;) (f h);     

   

100جد    :11مثال h   حيث
0 1

h
1 0


 
  

 

   

2   ــل :الح
0 1 0 1 0 1

h h h
1 0 1 0 1 0

h   
     

 
          
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2 3
0 1

1 0
h h h h h 

    
  

2hلأن       h  

3 4
0 1

1 0
h h h h h 

     
  

   

100وهكذا      
0 1

1 0
h h h 

   
  

 

   

 :تدريب
100جد    h   حيث

1 1
h

1 0


 
  

 

   

 
 2- 3تمارين 

إذا كانت   (1)
3 5 2

h
1 3 4

 
   

    ،
2 8 6

f
3 5 1

 
  

f2، وكانت     h [    فأوجد ، 

21[    ،22[ 

7 : الجواب            11  

 

إذا كانت  (2)
3 2

h
2 6


 
  

    ،
2 3

f
2 0




 
  

     ،
0 3

[
5 0


 
  

  ، أوجد :    

1)    [ f h2                      
2) ([ h) (f h)      

3) (f h)14 f16 h16    

( 1)الأجوبة:                     
8 4

3 12

 
  

                       2 )
2 0

7 0

 
  

                          3 )
10 10

0 12

 
 
 

) 

 

 حل المعادلات المصفوفية الاتية  :  (3)

 ( أ
0 1 1 1

3 s2 s
2 0 0 1

   
     

   
  

 

)الجواب:                                                                                          
1 2

6 1

  
  

) 
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2 ( ب

2 3
l s2 s 3

4 1

  
       

                         

    )الجواب:                                                                                                  

6
2

5

13 3
5 5

 
 
 
  

) 

 

إذا كانت   (4)
2 3

[
0 1




 
  

,بحيث    h، جد المصفوفة    [2 h3           

)الجواب:                                                                                                                  

4
2

3

2
0

3

 
 
 
  

) 

 

إذا كانت  (5)
1 8

w2 s
5 2


 



 
  

       ،
2 1

w s2
4 1


 

 
  

w. جد قيمتي المصفوفتين     s 

)الجواب:                                                                             
1 2

13
0

5

 
 
  

   ،
0 3

6
1

5

 
 

  

) 

إذا كانت  (6)
2

2

2 s 4 2 s s

s2 s 3 8 3

   
      

 ( 2، جد قيمة / قيم س .            )      

 

لتكن  (7)
2 2

h
1 3




 
  

2h، جد قيمة      h                           

 

)الجواب :  
0 8

8 0

 
 
 

 ) 
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 المحددات     3-3

 

 تعريف :  

  hمربعة فإننا نرمز لمحددها بالرمز مصفوفة  hإذا كانت   

إذا كانت   (1) 11h h   11فإنh h 

21إذا كانت  (2) 11

22 12

h h
h

h h

 
 

 
12فإن    21 22 11h h h h h    

إذا كانت  (3)
31 21 11

32 22 12

33 23 13

h h h

h h h h

h h h

 
  
 
  

فإن   

22 12 32 12 32 22

11 21 11
23 13 33 13 33 23

h h h h h h
h h h h

h h h h h h
   

   

 :1مثال
 

 
ليكن 

3 5
h

1 2

 
 

 
     ،

0 2
f

4 3

 
  

 ، جد كلًا ممايلي :      

(1) h                          (2  )f                            (3 )f h 

   

 ــل :الح
  

(1) 

 

3 5
1 6 5 2 3 1 5 h

1 2
        

 

 

(2) 
0 2

8 0 8 0 3 4 2 f
4 3


        


 

(3)  
0 23 3 3 5

f h
4 33 5 1 2

    
            

 

3 3
24 15 9 f h

3 5
      


 

 

fلاحظ أن       h f h  

 

 

 

 

 



 102         /أ.رامي عاشورالجزء الأول علمي 12ي الرياضيات للصف ف الممتاز

  نظرية :  

بدلالة أي صف ، أو أي عمود وذلك بضربها بالمحدد  hمصفوفة مربعة من الرتبة الثالثة ، فإنه يمكن إيجاد  hإذا كانت   

iاصل الضرب وفق القاعدة الناتج من تصور شطب الصف ي والعمود هـ  ، إعطاء إشارة لح d (1 )   

 

 
  

 :2مثال
  

جد قيمة 

2 4 3

5 0 2

2 3 6

 

   

 ــل :الح
  2 4 3

5 00 2 5 2
2 4 3 5 0 2

2 33 6 2 6
2 3 6

  




 

                         (0 6)2 (30 4 )4 (15 0)3       

                         6 2 34 4 15 3      

                         103 12 136 45     
 

   

 :3مثال
  

جد قيمة المحدد باستخدام مدخلات العمود الأول :  

1 1 3

5 0 2

2 3 6





 

 

   

 ــل :الح
  1 1 3

5 01 1 1 1
6 2 3 5 0 2

2 35 0 2 3
2 3 6

 
 

   


 

 

                            (0 5 )6 (3 2)2 (15 0)3       

                            5 6 1 2 15 3      

                            73 30 2 45      
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 :4مثال
  

بحيث  sجد قيمة 

1 2 3

30 0 5 s

2 3 1







 

   

 ــل :الح
  30 (5 s3 )1 (0 s2)2 (0 10)3       

30 5 s3 s4 30             30 35 s            5 30 35 s   

   

 بعض خصائص المحددات : 

 ( .1-المحدد تضرب في )عند تبديل صف مكان صف أو عمود مكان عمود آخر فإن قيمة   (1)

 يمكن إخراج عامل مشترك من أي صف ، أو أي عمود .   (2)

  .إذا أضيفت لمدخلات أي صف ، أو أي عمود مضاعفات نظائرها في صف آخر ، فإن قيمة المحدد لا تتغير  (3)

 إذا تساوت المدخلات المتناظرة في صفين ، أو في عمودين في مصفوفة فإن محددها يساوي صفراً .   (4)

 .كانت المصفوفة مثلثية علوية فإن محددها يساوي حاصل ضرب المدخلات على  القطر الرئيسي  إذا  (5)

   

 :5مثال
  

إذا كانت 
w s

4
g u

     فما قيمة  ،
s w

u g
 

   

 ــل :الح
  w s s w

4
g u u g

    

 
   

 :6مثال
 جد قيمة ما يلي دون فك المحدد :   

(1   )
8 6 3

9 7 2

8 6 3

             (2 )
30 2 4

13 4 8

15 1 2







               (3 )
15 7 2

43 4 0

3 0 0

 

   

 ــل :الح
 لاحظ أن مدخلات الصف الأول = مدخلات الصف الثالث  (1)  

إذن قيمة المحدد 

8 6 3

9 7 2

8 6 3

  ( 4صفراً      )خاصية 
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 ( 2كعامل مشترك من العمود الأول  )خاصية  2-بأخذ  (2)  

30 2 2 30 2 4

0 0 2 13 4 4 2 13 4 8

15 1 1 15 1 2

  

        

  

   

 المحدد تمثله مصفوفة مثلثية علوية    (3)  

              ( 5) خاصية 

   

 ( 1قاعدة )  

khمصفوفة مربعة من الرتبة ن فإن  hإذا كانت    ; h; p،  حيث      ; . 

   

 :7مثال
5إذا كان    h   حيث ،h   فأوجد   3مصفوفة مربعة من الرتبة ،h2      ،h3 

   

 ــل :الح
  340 5 8 h 2 h2    

 3135 5 27 h 3 h3        
   

 :8مثال
 

3مصفوفة مربعة بحيث  hإذا كانت   h     ،48 h2  ما رتبة المصفوفةh  ؟ 

   

 ــل :الح
  kh 2 h2         k48 3 2           k16 2         4 k  

 مصفوفة مربعة من الرتبة الرابعة .  hأي أن 

   

 ( : 2قاعدة )  

fإذا كانت    h  مصفوفتين مربعتين من الرتبة ن فإنf h f h   

   

 :9مثال
  

ليكن 
1 2

h
0 1

 
  

       ،
1 1

f
5 2

 
 

 
f، أوجد قيمة       h 

   

 ل :الحـ
  f h f h     

          (2 5)(1 0)   7 7 1    

15 7 2

24 3 4 2 43 4 0

3 0 0

     
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 الكتاب الوزاري :  من 118( صفحة 3حل نشاط )

  
   

2
23 5 4 w s

3

 
   
 

            23 w s   

  
(1)  

10 8 2
5 4 s w

15 12 3

   
     

   
        

(2)  
sلاحظ أن    w w s  

   

 :10مثال
 باستخدام خصائص المحددات أثبت أن :   

       2

f2 h f h h

(f h) f9 f h h f2 h

h f2 h f h

 

   

 

 

   

 ــل :الح
  

2 1
u u  

f2 h f h f

f h h f2

h f2 h f

  



 

fبإخراج    كعامل مشترك من العمود الأول 
f2 h f h 1

f h h 2 f

h f2 h 1

 

  



 

  

 3 2u u  
f2 h f 1

f h f 2 f

h f2 1

 

     بإخراجf 2  كعامل مشترك من العمود الثاني

f2 h 1 1

f h 1 2 f

h 2 1



 



 

     3 1w w  2

f2 h 1 1

f h 1 2 f

f2 3 0



  2 1w w2    2

f2 h 1 1

f5 h3 3 0 f

f2 3 0



 

  

3 2w w  
2

f2 h 1 1

f5 h3 3 0 f

f3 h3 0 0







3كعامل مشترك من 3بإخراج      w 2

f2 h 1 1

f5 h3 3 0 f3

f h 0 0







                      

 بهذا نكون حصلنا على الصورة المثلثية العلوية 

    2قيمة المحدد 2(f h) f9 (f h)3 1 f3       

 

 

 

0 120 120 10 12 15 8 s w       
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  3-3تمارين 

 ت العمود الثاني أوجد قيمة المحددات الآتية : )أ( باستخدام مدخلات الصف الأول           )ب( باستخدام مدخلا  (1)

   

8 0 1

4 3 7

5 2 2



               ،

2 4 1

0 2 3

3 4 1





                                                            (57(  ،   )-58) 

 

حل المعادلة :  (2)
1 2 3

15 3
s 4 5

3 s
6 1 2




 

2:)الجواب                                                                        s ) 

 

بدون فك المحدد أثبت أن  (3)

15 2 3

20 1 4

55 6 11



  ًصفرا 

 

 

 يلي : في كل مما sجد قيمة  (4)

  ( أ)

2 1 3

5 s 5

2 1 1





 

5صفر                                                                   )الجواب :  
s

2

 ) 

 ( ب)
11 2 s

50 9 4 0

1
s 0 0

2

                                                                                 : 5)الجواب s          ) 

إذا كانت  (5)
w2 s2

8
g4 u4

      أوجد ،
3 3

w s
2 2

g2 u2
 ( 3)الجواب:                                                

 

 

18مربعتين غير منفردتين بحيث  ، ب مصفوفتين  hإذا كان  (6) f h      ،11 f h     وكان ،f h  ما قيمة ،h؟ 

9)الجواب:  h )                                  
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(7) h 2بحيث  مصفوفة مربعة h    ،54 h3     ما رتبة المصفوفة ،h )؟                                                      )الثالثة 

 
 

إذا كانت  (8)
w s

5
k u

     ،
w l s

7
k g u





، ما قيمة    

l s

g u
 ( 2؟                                     )الجواب: 

 

 : مما يلي  بدون فك المحدد أثبت صحة كلًا (9)

 

 .أ    

1 1 1

s u u w w s u w s

ws us uw

    

 

3 .ب  3

w s s w

( w s)2 s w w s

w w s s



  



 

 

 .ج 

h h h

[ f h

[ f h f h [ h [ f



     

 صفر  
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 النظير الضربي للمصفوفة المربعة  3-4
 

 تعريف :   

 من نفس الرتبة بحيث  fمصفوفة غير منفردة إذا وجدت مصفوفة مربعة  hتسمى المصفوفة المربعة   

l h f f h      وتسمى المصفوفة ،f  نظيراً ضربياً للمصفوفةh  1، ونرمز لها بالرمز h  ونكتب 

 1 h f   1ويكون 1l h h h h    
   

 :1مثال
 

 
إذا كانت 

3 7
H

1 2

 
 

 
      ،

3 1
F

7 2

 
  

1، بين فيما إذا  كانت        H F   

   

 ل :ـالح
 

 
 

0 1 21 21 6 7 3 1 3 7
F H

1 0 7 6 2 2 7 2 1 2

         
                   

 

  0 1 3 3 6 7 3 7 3 1
H F

1 0 7 6 14 14 1 2 7 2

        
                     

 

 

2l H F F H                  1 H f          
   

 :2مثال
 

 

إذا كانت 

4 1 2

1 5 3 h

0 2 1

 
  
 
  

      ،

19 8 2

10 4 1 f

7 3 1

  
  
 

  

1f، بين هل     H  أم لا ؟ 

   

 ـل :الح
 

 19 8 2 4 1 2

10 4 1 1 5 3 f h

7 3 1 0 2 1

    
     
   

      

 

    

0 0 1 28 10 38 12 4 16 4 1 4

0 1 0 7 50 57 3 20 24 1 5 6

1 0 0 0 20 19 0 8 8 0 2 2

          
           
   

             
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4 1 2 19 8 2

1 5 3 10 4 1 h f

0 2 1 7 3 1

    
     
   

      

  

3l h f f h            1H f    
   

 تعريف :          

 المصفوفة المنفردة هي المصفوفة المربعة التي لا يوجد لها نظير ضربي   

   

 نظرية :   

0منفردة إذا وفقط إذا   hالمصفوفة    h  

   

 :3لمثا
 

 بين فيما إذا كانت المصفوفات منفردة أم لا ؟  

  

(1) 
1 2

H
1 0

 
 

 
        (2 )

6 3
F

4 2

 
 

 
       (3 )

2 1 1

0 4 3 [

2 0 1

 
  
 
  

 

   

 ل :ـالح
 

 
(1) 

1 2
2 0 2 H

1 0
              h  ليست مصفوفة منفردة 

(2)   
6 3

0 12 12 f
4 2

         f ليست مصفوفة منفردة 

(3) 

2 1 1

(4 0)2 (0 6 ) (0 8 )1 0 4 3 [

2 0 1



        



  

                                   22 8 6 8       
0أي أن  [    [  ليست مصفوفة منفردة 

   

 :4لمثا
 

 جد قيمة / قيم س التي تجعل كلًا من المصفوفات الآتية منفردة :  

(1) 
2 s

3 6

 
 
 

          (2 )
8 s

s 2

 
 
 

               (3 )
1 s2

1 s 4

 
   

 

0 0 1

0 1 0

1 0 0

 
  
 
  
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 ــل :الح
 

 
  بما أن المصفوفة منفردة        (1)

2 s
0

3 6
       0ومنها 12 s3         4 s  

  
(2) 

8 s
0

s 2
       2

0 16 s        4 s    

   

  
(3) 

1 s2
0

1 s 4



        0 4 (1 s)s2      

          20 4 s2 s2            

          20 2 s s   
             0 (1 s)(2 s)             2 s     1أو s                                                                           

   

  خصائص النظير الضربي : 

 ، فإن :  عدداً حقيقياً  ;مصفوفتين مربعتين ، وغير منفردتين ، ومن نفس الرتبة  ، وكان  h    ،f إذا كانت

(1) 1 1h ( h)                  (2 )   1 11
( h) (h;)

;
                     (3 )1 1 1h f (f h)      

   

 إيجاد النظير الضربي للمصفوفة : 

   

 تعميم :   

  
21إذا كانت  11

22 12

h h
H

h h

 
 

 
21مصفوفة غير منفردة فإن منفردة فإن   22 1

11 12

h h 1
H

hh h


 
  

  

1: أي أن  h  تنتج من ضرب المصفوفةh   بمقلوب محددها بعد تبديل أماكن مدخلات القطر الرئيسي وتغيير إشارة

 .  hمدخلات القطر الآخر من المصفوفة 

   

 :5لمثا
 

 
1جد  s  إن أمكن ( حيث(

4 2
s

1 3

 
  

 

   

 ــل :الح
 

 14 12 2 s            المصفوفة لها نظير ضربي 
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1

4 1
4 114 14 1

s
142 32 3

14 14



 
  

     
  

 

   

 :6لمثا
 

 
1جد  w  إن أمكن ( حيث(

8 4
w

2 1

 
   

 

   

 ــل :الح
 

 
بما أن   

8 4
0 8 8 w

2 1
    

 
           المصفوفة ليس لها نظير ضربي 

   

 ( : 1نتيجة)  

1مصفوفة مربعة من الرتبة الثانية حيث hإذا كانت    h  هو نظير المصفوفةh  وكان  ،; h                              فإن  ،                         

11
h

;
       ،; 

   

 :الإثبات
 

 
نفرض 

w s
H

g u

 
 

 
      

                      1

w g
w g w g; ; 1 1

H
; hs u s us u

; ;



 
     

            
  

   

 1
2 2 2 2 2

1 1 1 1 uw sg
; h (uw sg) h

; ; ; ; ; ;
            

   

 ( : 2نتيجة)  

1مصفوفة مربعة من الرتبة الثانية حيث hإذا كانت    h  هو نظير المصفوفةh وكان ،; h    1،  فإن 1h ( h)                                                        

   

 :الإثبات
 

 
نفرض 

w s
H

g u

 
 

 
           11

h
;

     )من النتيجة السابقة ( 

1وحيث أن  

w g
; ;

H
s u
; ;



 
 


 
  
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1 1

1

w s w s
w s w s ; ; ; ;; 1 1

h ( h)1 1g u g u g u g u h
; ;; ; ; ;

 



   
       

              
      

  

   

   

 :7لمثا
 

 
إذا كان 

4 5
H

2 3

 
 

 
     ،

0 1
f

3 2

 
 

 
f، وكان         [ h       1، جد [ 

   

 ل :ـالح
 

   f [ h     1بضرب الطرفين في h  من اليمين 

  1 1f h [ h h            1ومنهاf h [    

   
1 1 1 1 1 1h f (f h) [
             ) من خصائص النظير الضربي ( 

            1h f    (   .......................................1 ) 

1
0 3 0 31 1

f
3 f1 2 1 2

   
          

 

 1
12 15 4 5 0 31 1

[
3 310 13 2 3 1 2

     
              
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   4-3تمارين        

بين أن المصفوفة  (1)
1 1

f
2 1

 
 

 
هي النظير الضربي للمصفوفة  

1 2
h

1 1

 
  

                          

 

 أي المصفوفات الآتية منفردة :  (2)

3 2
h

4 1

 
  

                       ،
6 3

f
2 1

 
 

 
            ،

3 2 1

6 4 2 [

5 1 3

 
  
 

  

 

 

 

التي تجعل المصفوفة  ;جد قيمة / قيم  (3)
1 ;

; 1 0

 
  

                       مصفوفة منفردة  

 (1أو  0ك=الجواب: ) 

 

لتكن   (4)

1 3
2 2

h
13

2 2

 
 

 
 
 

1h، أثبت أن    h 

 

 

1مصفوفتين غير منفردتين ومربعتين من الرتبة الثانية ، أثبت أن  h    ،fإذا كانت  (5) 1 1h f (fh)   

 
 

1  عدد حقيقي لا يساوي صفراً ، فأثبت أن : ;مصفوفة مربعة من الرتبة الثانية وغير منفرد ة ،  hإذا كانت (6) 1 1
h; (h )

;
  

 

 

2hعدد حقيقي ، فأثبت أن  :  ;مصفوفة مربعة من الرتبة الثانية ،  hإذا كانت  (7) ; h;  

 
 

حل المعادلة المصفوفية   (8)
4 2 4 3

s
5 3 2 1

   
    

   
s)الجواب:                               

6 8

11 11
2 2

  
 
  

) 
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إذا كانت   (9)
2 2

s
1 1

   
   

   
2l)الجواب:                                                                       يمة س ؟فما ق   s           ) 

 

3إذا كانت س ، ص مصفوفتين غير منفردتين من الرتبة  (10) 3   ،1 s2 w   أوجد ،w s3      

 ( 216الجواب:)                                                                                                                                  

1إذا كان  (11)
1 2

h
3 1

 
  

    ،1
1 4

f
2 3

 
 

 
، جد      1 fh    

 :)الجواب                                                                                                                   
7 7

9 4

 
 
 

  )                                      

1إذا كان  (12)
1 2

h
3 1

 
  

    ،1
1 1

fh
2 0

 
 

 
       جد ب     

   f )الجواب:                                                                                                     

2 5
7 14

1 1
7 14

 
 
 
  

   )                                   

ما قيمة / قيم س التي تجعل المصفوفة  (13)
0 1 1

2 s s 0

3 4 5

 
 
 
  

  منفردة ؟  

3)الجواب :                                                                                                           s )        

إذا كان  (14) 1
2 3

f h
3 5

 
  

 
0وكانت      3

h
1 4

 
 

 
، جد      1 f2       

)الجواب:                                                                                                                  

1
1

2

1
0

4

 
 
 
  

 ) 
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 الخطية باستخدام المصفوفات  حل أنظمة المعادلات  5 -3
   

 أولًا/طريقة النظير الضربي :   

   

 :1لمثا
 

 حل النظام الآتي باستخدام طريقة النظير الضربي :  

       13 w3 s2            ،21 w5 s3  

   

 ـل :الح
 

 نضع النظام على صورة معادلة مصفوفية كالتالي:  

  
s13 3 2

w21 5 3

    
    
    

       ....................................     ( ) 

]وهي على الصورة العامة   uh   حيثh ، مصفوفة المعاملاتu  ، مصفوفة الثوابت   ]مصفوفة المتغيرات 

   
3 2

1 9 10 h
5 3

                  1 h   موجود 

1
3 5 3 5 1

h
12 3 2 3


    

        
 

1( من اليمين بالنظير الضربي  بضرب طرفي المعادلة ) h 

s13 3 5 3 2 3 5

w21 2 3 5 3 2 3

         
                 

 

s 0 163 65

w 1 042 39

    
          

         
s2

w3

   
   
  

    

  2 s     ،3 w 

   

] وبوجه عام إذا كانت المعادلة المصفوفية   uh  : تمثل نظاماً من المعادلات فإن 

1[ h u            1ومنها
s

[ h
w

  
  
 

 

   

 :2لمثا
 

 

 حل النظام الآتي باستخدام طريقة النظير الضربي :  

       2 w2 s             ،0 9 s3 w11   

   

 ــل :الح
 

2نكتب المعادلتين مرتبتين كما يلي :   w2 s     (    ......................1 ) 
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                                     9 w11 s3     (    ......................2) 

    المعادلة المصفوفية للنظام هي
s2 2 1

w9 11 3

    
    
    

]وهي على الصورة     uh    

     
2 1

h
11 3

 
 

 
                ،5 6 11 h     

       1
2 11 1

h
51 3


 

  
 

  1[ h u          
s2 2 11 1

5 w9 1 3

      
          

    

 

40
s8 18 22405 1 1

5 5 w3 9 61515
5

 
         

                 
  

     

     8 s      ،3 w    

   

 :3لمثا
 

 
حل المعادلة المصفوفية : 

6 24 1
s2

8 32 5

   
    

  
 

   

 ــل :الح
 

 
نفرض 

6 2
h

8 3

 
 

 
           2 18 16 h    

 

1
6 8 1

h
22 3


 

   
    

1بضرب طرفي المعادلة في  h    من اليمين 

 

1
6 84 1 1

s2 h h
22 32 5


   

        
 

 

20 38 12 32 30 81 1
s2

2 28 13 4 12 10 3

       
          
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19
5 20 382 1

s
48 1313

2
4

     
      

  

  

   

 ثانياً / طريقة كريمر : 
   

 :4لمثا
 

 باستخدام طريقة كريمر حل النظام الآتي من المعادلات :  

 11 w2 s3            ،0 s2 4 w3    

   

 ــل :الح
 

11نرتب نظام المعادلات كما يلي : :   w2 s3    ........(    ..............1 ) 

                                          4 w3 s2      (    ......................2) 

نكون المصفوفات 
2 3

h
3 2

 
  

     ،s

2 11
h

3 4

 
   

     ،w

11 3
h

4 2

 
 

 
 

  2 3
5 4 9 h

3 2


     


   

  
s

2 11
25 8 33 h

3 4


     


 

  
w

11 3
10 22 12 h

4 2
     

 s h25
5 s

5 h


  


                     w h10
2 w

5 h


  


                  

   

 من الكتاب الوزاري :  129( صفحة 3حل نشاط )

  
مصفوفة المعاملات 

2 1

1 3

 
  

  

 s7 2 5 h                     w14 15 1 h   
 

 

sH7
1 s

7 H


  


                     wH14
2 w

7 H


  

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 ثالثاً / طريقة جاوس : 

   

 :5لمثا
 

9استخدم طريقة جاوس لحل النظام :   w s3            ،2 w4 s5   

   

 ــل :الح
 

 
المصفوفة الممثلة للنظام هي : 

9 1 3
H

2 4 5

 
  

  

 المحددات : فكرة الحل هي تحويل المصفوفة إلى مثلثية علوية باستخدام خصائص  

9 1 3
H

2 4 5

 
  

   2 1w3 w5    
9 1 3

H
51 17 0

 
  

   

51ومنها تكون  w17         3 w     

9وبالتعويض العكسي  (3 ) s3      6 s3         2ومنها s 

   

 :6لمثا
 

 استخدم طريقة جاوس لحل النظام : 

  13 U3 w s6             ،6 U4 w3               ،15 w7 s  

   

 ــل :الح
 

 
نكون المصفوفة الممتدة 

13 3 1 6

6 4 3 0 H

15 0 7 1

 
   
 
  

 ونجري العمليات الآتية :   

13 3 1 6

6 4 3 0 H

15 0 7 1

 
   
 
  

          3 1w6 w             

13 3 1 6

6 4 3 0

77 3 43 0

 
  
 

   

  

                                                   3 2w3 w43    
13 3 1 6

6 4 3 0

489 163 0 0

 
  
 

   

 

 

                                                                                       

 ا على مصفوفة مثلثية ، فنجد قيم المجاهيل بالتعويض العكسي  وبهذا نكون قد حصلن

489فتكون       u163           489ومنها
3 u

163


 


     

6كذلك  U4 w3         6ومنها 12 w3        2أي أن w 

13كما أن    U3 w s6     13ومنها 9 2 s6          1أي أن s              

   



 119         /أ.رامي عاشورالجزء الأول علمي 12ي الرياضيات للصف ف الممتاز

 :6لمثا
 

 النظام :استخدم طريقة جاوس لحل  

  10 U w s             ،16 U w2 s               ،5 u w s2   

   

 ل :ـالح
 

 
نكون المصفوفة الممتدة 

10 1 1 1

16 1 2 1 H

5 1 1 2

 
  
 

  

 ونجري العمليات الآتية :  

  10 1 1 1

16 1 2 1 H

5 1 1 2

 
  
 

  

    2 1w w  
10 1 1 1

6 0 3 0

5 1 1 2

 
  
 

  

       

 

          
10 1 1 1

6 0 3 0

15 3 3 0

 
  
 

  

   3 2w w  
10 1 1 1

6 0 3 0

21 3 0 0

 
  
 

   

 

 وبهذا نكون قد حصلنا على مصفوفة مثلثية ، فنجد قيم المجاهيل بالتعويض العكسي    

21فتكون    u3         7ومنها u        6وكذلك w3          2ومنها w   

10كما أن  U w s          5ومنها s 

   

 

  5-3تمارين 
 حل أنظمة كلًا من المصفوفات باستخدام طريقة النظير الضربي :  (1)

2 ( أ) w s            ،5 w3 s                                          

1 )الجواب:                                                                                                        
s

2
 ،3

w
2
) 

11 ( ب) w5 s3             ،18 w3 s2                                       

3 )الجواب:                                                                                                           s  ،4 w) 

 حل أنظمة كلًا من المصفوفات بطريقة كريمر :  (2)

1 (أ ) w s            ،2 w s2                                           

1 )الجواب:                                                                                                           s ،0 w) 

19 (ب ) w3 s2           ،20 w2 s5                                           

2 )الجواب:                                                                                                       s ،5 w) 

  

 

3 1w w2
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 ؟ ، ما قيمة كلًا من  عند حل نظام من معادلتين خطيتين في متغيرين وجد أن  (3)

2)الجواب:                                                                                                           s     ،4 w ) 

 

 حل أنظمة المعادلات الآتية بطريقة جاوس :  (4)

10     (أ ) w7 s3           ،2 w s            

1 )الجواب:                                                                                                s ،1 w)            

1 (ب ) u w s             ،4 u w s          ،     1 u w s     

0)الجواب :                                                                              s     ،3
w

2

      ،5

u
2
 )  

9  (ج ) u4 w s             ،4 u s w3           ،     2 u2 w3 s2   

3 )الجواب :                                                                                s     ،2 w       ،1 u  ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

w s

1
h h 2 h

2

 w s
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 في الرياضيات إصدارات سلسلة الممتاز 

 

  وتمارين إثرائية لمحتوى المنهاج شرح وتحليل  –الممتاز 

 

  حلول جميع تمارين الكتاب المدرسي –الممتاز 

 

  نماذج اختبارات مع حلولها –الممتاز  

 

  مميزة  تمارين –الممتاز  

 

 




