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 الملخص : الأول القسم
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 الوحدة الأولى / حساب التف اضل  

 

 الوحدة الاولى / حساب التف اضل  
  علمى التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع ال سلسلة النخبة 

 احذف من قاموسك هذه الكلمات نهائياً 

" لا أستطيع ، لا أقدر ، لن أنجح ، سوف        

 أفشل  ......

 وما إلى ذلك "
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 الكتاب تمارين حلول : الثاني القسم
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يعطى   الثواني من ن بعد الانطلاق نقطة عن بالأمتار ف بعده أن بحيث مستقيم خط في جسم يتحرك  : السادس السؤال
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  اثرائية أسئلة لث:الثا القسم

 

 الجواب  القسم الأول : اختر الاجابة الصحيحة #

، فإن  9[ يساوي  16،  1إذا كان متوسط تغير الاقتران ق )س( في الفترة ]  1

 [ هو :  4،  1( في الفترة ] 2متوسط تغير الاقتران ق )س

  15د(                      45ج(                    3ب(                  9أ(  

 جـ

  5[ يساوي  4،  1إذا كان متوسط التغير للاقتران ق )س( في الفترة ]  2

 ( يساوي : 4، فإن ق ) 2( = 1ق )

  13د(                  15ج(                   16ب(                  17أ( 

 

 أ 

3 

 ( + أ وكان متوسط تغير 5( = ق)3إذا كان ق)س( اقتراناً بحيث ق)

 فإن قيمة أ هي :  10[ يساوي  5،  3ق)س( في الفترة ] 
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 د

4 

، ب [ بحيث كان متوسط تغير ق  1معرفاً على ]  2ــ س 2إذا كان ق)س( = 

 فإن قيمة ب هي :  3)س( في تلك الفترة يساوي ــ 

  3د(                      4ج(                      3ب(                2أ(  

 أ 

 متوسط التغير
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 [  17،  2إذا علمت أن متوسط التغير للاقتران ق )س( في الفترة ]  5

 ( في الفترة 1+  2، فان متوسط تغير الاقتران هـ)س( = ق) س 9يساوي 

 [  يساوى  4،  1] 

  45د(                   15ج(                   49ب(               3أ(    

 

 د

6 
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   تفوق :اسئلة الرابع القسم
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+1 s4
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 2 

متوسط ، جد  5[ يساوي  2،  2إذا كان متوسط تغير الاقتران ق )س( على ] ــ  4
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 ، فما متوسط تغير ق)س( في الفترة 8[ يساوي 5، 2تغير ق)س( في الفترة ] 

  [1  ،5 ] 
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 الملخص : الأول القسم

 تعريف :
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    ملاحظة :

للاقتران ق )س( في الفترة التغيرتساوي نهاية متوسط المشتقة الأولى   • 1 1i s s+  عندما

 أي أن : ، تؤول هـ الى الصفر 
                    ( =    1sق(

0 i

 w
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 المشتقة الأولى = ميل المماس   •
 
 
 

 

 الوحدة الأولى / حساب التف اضل  

 

 الوحدة الاولى / حساب التف اضل  
  علمى سلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع ال

 يجوز استخدام أي قانون من القوانين الثلاثة
 التطبيق على تعريف المشتقة الأولى دعن 
 

فسياً نكلما تذكرت أن الدعاء قد يغير القدر أتفاءل وأرتاح   
.ني لا أحسن التدبيرإرب وكلتك أمري ف فيا  
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 الكتاب تمارين حلول : الثاني القسم
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0 s 0 s 0 s 0 s

(0)r (s) rs 0 s
0 s (0)

s 0 s 0 s r
− − − −

−

   

−− − −
= − =

− −
 

   0 (0)r=    (0)) لأنه (0)r r
− +

 ) 

1 ماعند   
s

2
=     

1 1 1s s s
2 2 2

1( )r (s) r0 0 0 120 ( )1 1 1 2s s s
2 2 2

r
  

−
−

= = = 
− − −

 

=   إذا كان ق)س( : لثلثاا لسؤالا 
1 s 1 23 s

4
4 s 1

s

  − +



  

)جد   )s r .باستخدام تعريف المشتقة 

 على r(s):   أولاً               1 1−       

ق       
s u

(s)r (u) r
(s)

s u


−
=

−
            

                     

s u

u3 s 3
s u



=
+ +

−
 عامل مشترك ثم الضرب في المرافق (2) بأخذ     

               
s u

3 s 3 s3 u 3 u
s u3 s 3 u 

=
+ ++ +


−+ +

     

                        

s u

(3 s) (3 u)

( )(s u)3 s 3 u 

=
+ − +

+ −+ +
    

               
s u

3 s 3 u

( )(s u)3 s 3 u 

=
− − +

+ −+ +
 

                     

s u

s u

( )(s u)3 s 3 u 

−
=

+ −+ +
    

             
1 1

2
23 s 3 s

=  =
+ +

   

 
 

 الحل        



 الفصل الاول -سلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمى
 

 اعداد 12 أ. آلاء الجزار         أ. آلاء البرعي       غلوة أبوبلال أ.         سليم السيقليأ.    

 على (s)ق:  :   ثانياً    4 1   

ق            
s u

(s)r (u)r
(s)

s u


−
=

−
    

                        

s u

4 4
s u
s u



−
=

−
 

                       

s u

u4 s41
s u su



−
 =

−
 

                        

s u

(u s)41
s u su



−
 =

−
     

                    2

s u

4 4
sus



− −
= = 

ق   ومنها :             
2

1
1 s 1

3 s
(s)

44 s 1
s

  −
+
=

−  


              

2ق             

4
4 (1)

(1)

+
−

− = 1ق    = 1
(1)

2 3 (1)

−

= =
+

 

 غير موجودة     (1)ق                               
    

أمثال عرضها ، تتمدد بالتسخين بحيث تحتفظ بشكلها  3صفيحة على شكل مستطيل طولها يساوي  رابع :ال السؤال

 سم. 6التغير في مساحة الصفيحة بالنسبة لعرضها عندما يكون العرض وبنفس النسبة بين أبعادها ، احسب معدل 

 س3العرض =  × 3الطول =  نفرض أن العرض = س                  
2=  العرض × الطول=  ( مالمساحة )                s3 s3 s=  

معدل التغير في المساحة بالنسبة للعرض 
6 s

(6)L (s)L l]
6 s s]



−
=

−
 

                                  
6 s

2 2(6)3 s3
6 s



−
=

−
 عامل مشترك ( 3)بأخذ  

                                             

2 2

6 u

( 6 u)3
6 u



−
=

−
 )فرق بين مربعين(  

 الحل        



 الفصل الاول -سلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمى
 

 اعداد 13 أ. آلاء الجزار         أ. آلاء البرعي       غلوة أبوبلال أ.         سليم السيقليأ.    

                                          

6 u

(6 u)(6 u)3
6 u



+ −
=

−
 

                                           

6 u

36 12 3 (6 u) 3


=  = +     سم   =

 

)اذا كان   الخامس: السؤال ) ( ) ( )4 3 r 2 3 r 2 1 r= − = −  ، جد قيمة النهايات الاتية : =

) : أ فرع                  ) ( )

i

3 r i5 3 r
i10 

− +  

                           

0 i

(3)r (i5 3) r
i10



− +
,   نفرض      

0 , 0 i i , i5
5

   =  = 

                  

0 ,

(3)r (, 3) r
10,
5



− +
=  

                      

0 ,

(3)r (, 3) r 5
, 10



− +
= 

1ق                      1
2 4 (3)

2 2
=  = = 

 

 ب فرع              
( ) ( )

2

s

1 s
s r 1 r 

−
−

 

                          
2

1 s

1 s
(s)r (1)r



−
−

 
2

1 s

1 s
1

(1)r (s)r


−
 − =

−
   

                                                                     
1 s

(1 s)(1 s)
1

(1)r (s)r


+ −
 − =

−
 ) توزيع النهايات (      

                                                                                 

1 s 1 s

(1 s)
(1 s) 1

(1)r (s)r
 

−
+   − =

−
   

                                                                      

ق
1

2 1
(1)

  − = 

                                                                    
1

1 2 1
2

=   − =
−

 
 
 

 الحل        

 الحل        



 الفصل الاول -سلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمى
 

 اعداد 14 أ. آلاء الجزار         أ. آلاء البرعي       غلوة أبوبلال أ.         سليم السيقليأ.    

) : ـج فرع   ) ( )

i

1 r i9 1 r
1 i 1 

− +

− +
  

                            
0 i

(1)r (i9 1) r1 i 1
1 1i 1 i 1 

− ++ +  =
+ −+ +

  ( المقام مرافق في بالضرب )      

                           
 

0 i

1 (1)r (i9 1) ri 1

1 i 1


+ − + +  =
− +

 ) توزيع النهايات (      

                             

0 i 0 i

(1)r (i9 1) r
1 i 1

i
 

− +
+  =+                 

,نفرض   )              
0 , 0 i i , i9

9
   =  =) 

                            
0 ,

(1)r (, 1) r
36 2 2 9 2 (1) 9 2 ,

9

r


− +
− =  − =   =  = 

    

):  د فرع                ) ( )

i

i3 1 r i3 1 r
i10 

− − + 

                     

0 i

(i3 1)r (i3 1) r
i10



− − +
 (البسط إلى r(1) وطرح بإضافة  )   

                    
0 i

(1)r (i3 1)r (1)r (i3 1) r
i10



+ − − − +
 ) توزيع النهايات (       =

                   
0 i 0 i

(1)r (i3 1) r (1)r (i3 1) r
i10 i10

 

− − − +
− =    

uنفرض   ) 
0 u 0 i i u i3

3
   =  =

,
0 , 0 i i , i3

3
   =  = −

−
      )      

                   
ع

ع
ع

0 0 ,

(1)r ( 1) r (1)r (, 1) r
, 1010 33

 

− + − +
− =


−

 

ق                   3ق 3
(1) (1)

10 10
−

 −  = 

                        
3 3

2 2
10 10

− + − = 

                       
6 12
5 10
− −
= = 

 
     

 الحل        

 الحل        



 الفصل الاول -سلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمى
 

 اعداد 15 أ. آلاء الجزار         أ. آلاء البرعي       غلوة أبوبلال أ.         سليم السيقليأ.    

) : هـ فرع    ) ( )

s

s r3 3 rs
3 s 

−
−

 للبسط  r3(3) وطرح بإضافة                

              ( ) ( )

s

(3)r3 s r3 (3)r3 3 rs
3 s 

+ − −

−
  

   ( ) ( )

s s

(3)r3 s r3 (3)r3 3 rs
3 s 3 s 

− −
−

− −
 

      
( )  ( )

s s

(3)r s r 3 s 3 r
3

3 s 3 s 

− −  −
 − − 

 

( )14 4 3 2 3 r 3 (3)r− =  −+ − =  − 

 

 اثرائية :اسئلة الثالث القسم
 

 
 
 
 

 
 

 الجواب  أجب عن الأسئلة الاتية #

1  

 فأوجد                                                                             3( = 5) /قإذا 
9
2

 استخدم تعريف المشتقة الأولى في إيجاد المشتقة للاقتران 2

2ق )س( =             عند س = 
 

2
9

3 
 استخدم تعريف المشتقة الأولى في إيجاد مشتقة الاقتران

 .                                                                            5( = 3) /،  علماً بأن ق 1عندما س =  2س( + 3ل)س( = ق )  
15 

4 
)استخدم تعريف المشتقة الأولى عند نقطة لإيجاد مشتقة الاقتران  )3 s2 s R− =  

 6عند س= 

1
3

  6= (2قَ)3= (2ق)2-وأن  ،   4- س ق)س(2= إذا علمت أن ك)س( 5

 2 ( باستخدام تعريف المشتقة عند نقطة.2أوجد كَ)

 الحل        

 الأولىالمشتقة 

 (5( ــ ق)7س ــ 3ق ) 
   س  8ـــ س 2

 نهــــا  

 1س ـ 
 1س +



 الفصل الاول -سلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمى
 

 اعداد 16 أ. آلاء الجزار         أ. آلاء البرعي       غلوة أبوبلال أ.         سليم السيقليأ.    

 

6  

 ) س(  /، فأوجد ق  2إذا كان ق )س( =               ، س 

 باستخدام تعريف المشتقة 

 

7 

 

 

 ( باستخدام تعريف المشتقة 11) /إذا كان ق)س( = س +         فأوجد  ق

   

10
11

  

8  

إذا كان  ( )2

2 s 1 4 s3
s R

5 s 2 s s

  −
=

  −

،

،
 

 

 ( باستخدام تعريف المشتقة2) /فأوجد  ق

9  

  4( = 1)  /،  ق    3( = 1احسب :                                            ، علماً بأن ق)

 

7 

10 

)اذا كان التغير في الاقتران  sق( w=  يساوي
2 2s i3 i s5+   فان(  45  3ق(

11 
جد  

( ) ( )
2 u

3 r r7 u

2 u 

− +

−
)علما بان  4ق( 3= 

2
3

  

12 

   ( )
> > <ق

s 1 3 s s
s

s 1 3 s
− +

=
 +

)جد ان امكن    غ.م باستخدام تعريف المشتقة   1ق(

13 
)اذا كان متوسط تغير يساوي )2i s4 s3+    فجد(  9  3ق(

14 
جد 

( ) ( )
4 s

2 r rs

4 s 

−

−
 ( 1ق(

2
4

 

15 
)اذا كانت  6ق( فجد  =4

( ) ( )

i

i5 4 r i2 4 r
i 

+ − −
 

-42 

 س

 2س ــ 
 2ــ 

 2(2)س ــ 

11 

 س

  
 (1س ق )س( ــ ق) نهــــا  

 
  1س ــ 



 الفصل الاول -سلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمى
 

 اعداد 17 أ. آلاء الجزار         أ. آلاء البرعي       غلوة أبوبلال أ.         سليم السيقليأ.    

   تفوق :اسئلة الرابع القسم

 

16 
)اذا كان  ) ( )2 2 s s R− )، أوجد  = )s R  باستخدام تعريف المشتقة ( )2 s 2−  

الاقتران ص=ق)س( يساوي اذا كان التغير في  17
2 2s i3 i s5−   فأن(  =3ق(

 21د(                       30جـ(                   36ب(                 45أ(
 أ

 الجواب  أجب عن الأسئلة الاتية : #

1  

اثبت ان 
( ) ( )

( ) ( )

ق ق
2

s u

s r u r

u s

s u

s s
ss 

−

=
−

+ 

 

  
 

2 

 

اذا كان  مقدار التغير في الاقتران ق)س( يعطي بالعلاقة 

( )
2 2s h s 2 s s3 w +  +  =   وكانت ،

( ) ( )

i

3 r i2 3 r
14

i4 

− +
 ؟  h، جد قيمة الثابت  =

1 

 

3 
)اذا كان  ) ( ق( 2is6ق s i10 si i s+ = + + )، جد   +  2- ؟  2ق(

4 
اذا كان ق اقترانا قابلا للاشتقاق على ح وكان 

( ) ( ق( 2ق 2 3s i s i s i s+ + = )جد  +  2ق(
4  



 الفصل الاول- سلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمى      

 اعداد 18 ء البرعيبلال أبو غلوة         أ. آلاء الجزار         أ. آلا أ. سليم السيقلي        أ.

 

 

 

                      

 

 

 

                                . 
 الملخص : الأول القسم

 

  اذا كان  قاعدة :     

1- [ (s)r=    0   ) جـ عدد ثابت ( فإن (s) r=  

2- s (s)r=    1   فإن (s) r=  

3- k s (s)r=    1   فإن kk 0 s sk (s) r−  ص ∈ =

4- (s)i (s)r   للاشتقاققابلين  
 :فإن 

 

i(s) -أ                    (s)r (s);   للاشتقاققابلاً   =
i(s)وتكون                   (s) r (s); = 
             

i(s) - ب                (s)r (s);   للاشتقاققابلاً   =
(s)وتكون                  r (s)i (s)i (s)r (s); +  = 
           

 - جـ                
(s)r

(s);
(s)i

  للاشتقاققابلاً   =

وتكون                
( )

2

(s)i (s)r (s) r (s)i
(s);

(s)i

 − 
= 

 
 
 
 
  القلوب تهواك الخلق جميل كن 

كراسة 

 الكامل

 

 سلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمى  

 الوحدة الاولى / حساب التف اضل   
 

     قواعد الاشتقاق / الثالث الدرس



 الفصل الاول- سلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمى      

 اعداد 19 ء البرعيبلال أبو غلوة         أ. آلاء الجزار         أ. آلا أ. سليم السيقلي        أ.

 الكتاب تمارين حلول : الثاني القسم

(s)جد  : الأول السؤال r : في كل مما يأتي عند قيم س إزاء كل منها 

ق)س( =   : فرع أ     
2 5[ s s+   1-حيث جـ عدد ثابت ، عندما س =  −

             ( 2ق( 51 s [ s s s− = + − =   

             4 47 2 5 (1 )r (1 )2 (1 )5 s2 s5 (s)r= + = −  − − − = − = 
)ق)س( =   : فرع ب    )( )3s 12 1 s+   ) يوجد ضرب (   3، عندما س= −

        ( )( ) ( )2 3s3 s 12 1 s (s) r+ + − = 

        ( )( ) ( )431 9 3 3 12 1 27 (3)r=  + + − =  

ق)س(=  : فرع جـ
2

2
s

s 5−
 ( قسمة) يوجد      2-، عندما س=  

         ( )  ( )

( )

2 2

2 2

s2 s s2 s 5
(s) r

s 5

 −  −  −  =
−

 

              
( )

( )2

4 4 4 4 5
20 (2 )r

4 5
 − − −

− = = −
−

 

 بالاعتماد على المعطيات الواردة في الجدول المجاور ، جد ما يأتي : : ثانيال السؤال 

)  فرع أ  :  ) ( )21 i r+  

                 ( ) ( ) ( ) ( )2s i i r s i r + = + 

                                              ( )( )s i i i i r  + =  
                                              ( ) ( ) ( )s i s i2 s r + = 

( ) ( )29 6 3 3 1 2 3 (1)i (1)i2 (1) r 1 i r= + = − − + =  + = + 
 

):    فرع ب )
( )

( )( )23
1 s r s

s i
  ) يوجد ضرب وقسمة (    −

        ( )

( )
( ) ( )2

2

s i3
s r s s rs2

s i

− 
− + =

  
     

( )

( )
( ) ( )2

1 i33 3
2 9 3 4 3 2 1 2 1 r 1 r 1 2

1 1 i
−

− = − + = + +   = + +   = 

( )1 r ( )1 r ( )1 i ( )1 i 

2 3 1- 3- 

 الحل 

 الحل 

 الحل 

 الحل 

 الحل 



 الفصل الاول- سلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمى      

 اعداد 20 ء البرعيبلال أبو غلوة         أ. آلاء الجزار         أ. آلا أ. سليم السيقلي        أ.

اذا كان   : ثالثال السؤال
2

s
(s)r

1 s
=

+
)وكان الشكل المجاور يمثل منحنى الاقتران ه)س( فجد    ) ( )r

1
i

 
                    ( ) ( )2

(1)i (1)r (1)r (1)i r
1

i(1) i

 − 
 بإيجاد المجاهيل     =

2
1 s

1 (1)r (s)r
2 1 s

 =  =
+

 

( ) ( )

( )

2

2 2

s2 s 1 s
2 0 (1) r (s) r

1 s

− +
 =  =

+
   

3 المنحنى الى تنتمي )1،1) النقطة أن يتضح الرسم من    1 (1)i =   

 المماس هي الزاوية المحصورة بين محور السينات الموجب والمماس  ) زاوية 150 = المماس ميل زاوية   
 ( 150=30-180ه = 

1 = ميل المماس      
150

3

−
= 

1 = ميل المماس   
4 (1) i

3

−
 =  

4الان بالتعويض من  3 2 1  

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )2

1 1 0 1
2 (1) i (1)r 1 r 1 i1 r r3 1 1
1 i i1 i23

−
 − 

 − 
= =  =  

 
 :  عالراب السؤال

sاذا كانت ص =  : أ فرع 
1 s+
0، أثبت أن   ws ww2= + 

          
( ) ( )

( )

( )2 2 2

s 1 1 s1 1 s
1 w w w

1 s1 s 1 s 1 s
−  +

 =  = =  =
++ + +

 

( ) ( )

( )

( )

2

43 3

1 s 2 0 (1 s)2 2
2 w w

1 s1 s 1 s

+ −  +− −
 =  = = 

++ +
 

2بالتعويض من  wsفي المعادلة   1 ww2+ 

( ) ( ) ( ) ( )23 3 3

s2 s2 2 1 s
0 s 2

1 s1 s1 s 1 s 1 s
− −

= + =  +   =
+++ + +
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 الفصل الاول- سلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمى      

 اعداد 21 ء البرعيبلال أبو غلوة         أ. آلاء الجزار         أ. آلا أ. سليم السيقلي        أ.

5اذا كانت :  ب فرع        
4
5

sh w
s
+ 2، أثبت أن   =

w20
w

s
= 

             5 4 4 5s20 sh5 w s5 sh w− −+ =  + = 
6 3s100 sh20 w− + 2 في الطرفين بضرب  = s  

4 5 2s100 sh20 w s− +  امل مشتركع 20بأخذ   =
2 5 2

2 4

w20 5
w w20 w s ( sh)20 w s

s s
=  =  + = 

 

)اذا كان ق)س( =  :الخامس السؤال )( )( )( )( )8 4 2s 1 s 1 s 1 s 1 s 1+ + + + )، جد   − )1 r  

               ( )( )( )( ) ( )8 4 2 2s 1 s 1 s 1 s 1 s r+ + + −  ) يوجد فرق بين مربعين (=

                          ( )( ) ( )( )( )8 8 8 4 4s 1 s 1 s 1 s 1 s 1+ − = + + −  يوجد فرق بين مربعين ()     =

           ( ) ( )16 s 1 s r− = 

         ( ) ( )1516 1 r s16 s r− =  − =     

 

 

إذا كانت : السادس السؤال  ( ) ( )2s2 s i s s r= = : 

           ( ) ( )2s2 s r s s r=  =    

)إعادة تعريف  )s i 

  ( )s2 s i= ….. 1 = الدرجة طول
 0 =( س)هـ الاقتران صفر   ،  2

( )

1
0 s 1

2
s i

1
s 0 0

2

−   −

= 

 


  

) جد : أ فرع:  أولا )0 r 

            ( )0 0 2 0 r=  =  
 

)جد :  ب فرع   )s i 
            ( )0 i 0 = س عند متصل غير لأنه موجودة غير 

 

 ل الح

 الحل 

 الحل 

 الحل

 الحل 



 الفصل الاول- سلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمى      

 اعداد 22 ء البرعيبلال أبو غلوة         أ. آلاء الجزار         أ. آلا أ. سليم السيقلي        أ.

)جد  : جـ فرع  )( )s i r 

             ( )( )

2

2

1
0 s s

2
s2 s s i r

1
s 0 0

2

−   −

= = 

 


 0=س عند متصل      

 
)جد   فرع د :  )0 (i r) 

              ( )

1
0 s s2

2
s (i r)

1
s 0 0

2

−   −

= 

 


  

    ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
_

0 (0) i r 0 0 i r 0 0 i r
+

=   =  =      
 

 هل هذا يتناقض مع قاعدة مشتقة حاصل ضرب اقترانين؟ فسر اجابتك /  ثانيا

) من كلا  كان ذا ا فقط يكون القاعدة تطبيق لأن ، المذكورة القاعدة مع يتناقض لا             ) ( )s r s i قابلين 
 لا أنه أي.  لاشتقاق قابل غير وبالتالي 0=س عند متصل غير( س)هـ لأن السؤال في متحققا ليس وهذا 0=س عند للاشتقاق

 .الشروط توفر لعدم القاعدة تطبيق يمكن

 

)إذا كان    :السابع السؤال )3 43 sh s s r− + )، حيث  hجد قيمة  = )18 2 r=  

             ( ) ( )2 2 3sh6 s12 s r sh3 s4 s r+ =  + = 

( )h6 s24 s r+ = 

( )5 h 30 h6 18 h6 2 24 18 2 r− =  − =  = +   = 

) اذا كان :  الثامن السؤال )kw k s s r=  وكان ،( )sh s r=  جد قيمة ،h ؟ 

( ) ( ) ( )2 k 1 ks 1 k k s r sk s r− −− =  =    

( )( ) ( )3 k s 2 k 1 k k s r− − − =     عطى من الم ( )sH s r= 
                ( )( )3 ksh s 2 k 1 k k−= −   ) حيث ن عدد ثابت ( −

 الحل 

 الحل 

 الحل 

 الحل 

 الحل 



 الفصل الاول- سلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمى      

 اعداد 23 ء البرعيبلال أبو غلوة         أ. آلاء الجزار         أ. آلا أ. سليم السيقلي        أ.

)من التساوي نجد أن  )( )1 h 2 k 1 k k = − − 
1 3 k4 k 1 3 k s s−=  = −   1بالتعويض في المعادلة   =

( ) ( )24 2 3 4 2 4 1 4 4 H=   = −  −  = 

)اذا كانت   : لتاسعا السؤال ) ( )5 2 r 2 r=  جد ،
( ) ( )

1 s

2 r s2 r
1 s 

−
−

  

1 أن بفرض
w s s2 w

2
=  =        2 w 1 s   

    ( ) ( ) ( ) ( )
w s

2 r w r 2 r s2 r
w 1 s1
2

− −
=

−−

 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

w w

2 r w r 2 r w r
10 5 2 2 r 2 2 2 w2 w

2

− −
=  =  =  = =−−

 

 

 

 

 

 

 

 

 الحل 



 الفصل الاول- سلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمى      

 اعداد 24 ء البرعيبلال أبو غلوة         أ. آلاء الجزار         أ. آلا أ. سليم السيقلي        أ.

 

 اثرائية أسئلة : الثالث القسم

 

 

 الجواب  اختر الاجابة الصحيحة #

1  

فإن         4+  2س2= )س( ق إذا كانت 
( ) ( )



−
− 3 s

s R 3 R
3 s

                          = 

  22د(                  12جـ(                 12ب( ــ                 22أ( ــ 

 

 ب

2  

فإن  ،  2ــ س 3س =إذا كان ق )س( 
( ) ( ) 



− +

0 i

1 R i 1 R
i

  

 

 د( غير موجودة             4ج(                  1أ(  صفر                ب(  

 ج

 تساوى   hفان قيمة الثابت   h=  (1)ــ //ق، وكان س 8+  2س h2ــ  5= سادا كان ق )س(  3

ب(                       4أ(  
−20

3
د(           4جـ(  ــ                  

20
3

 

 ج

4 
 فإن  2س2ــ  3ق )س( = إذا كان 

( ) ( )− +1 R i 1 R
i2

   =                                            

 

ب(                 1أ(  
1
2

  2د(  ــ                     1جـ( ــ                

 

 د

5 
 

 (  = 5) /[ فإن ق 0.8إذا كان ق ) س( = ] س + 

 

 د( غير موجودة           5جـ(                   1أ( صفر                ب( 

 أ 

6 
 س( =إذا علمت أن ق )

1
5 s

3
 +
 

   (12= )، فإن ق  

  
 ج(  صفر        د( غير موجودة              1ب(           4أ(  

 د

 قواعد الاشتقاق



 الفصل الاول- سلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمى      

 اعداد 25 ء البرعيبلال أبو غلوة         أ. آلاء الجزار         أ. آلا أ. سليم السيقلي        أ.

 

 

 

 

اذا كان  7
 

( )
( )

1 s2
s i

s g
+

)وكان   = ) ( )1 1
1 i 2 i

3 3
− = )فأن  = )1

g
3

 

أ(
1
4

1 ب(        
4
−

جـ(         
1
9

1 د(                
9
−

 

 
 

 أ

 الجواب  أجب عن الأسئلة الاتية #

1  

)إذا كان  3ق( 1
s s

h s h 3
−
 =

+
)وكانت   2ق(  ؟ hفجد قيمة الثابت  =1 9

2
2
−

−

2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( 28ق( 2 l 2 2 i3 2 i s l s i s s= = = −  جد =

( 3 ؟2ق(
8  

3 

)اذا كان  ) ( ق( 2ق 1 3 1= − )فجد   = ) ( )( 1ق( s s  1
2

  

4 
( s2ق( 1s
s

1 s
−

=
+

)فجد   1 0ق(

5 

 

    ( sق( s s s  )جد  = 5ق(
2
−

 

 

6 

 ( ) ( ) ( ق( (1)3ق i3 s s i 1 sh s− +  ؟ hماقيمة  =
 

7 

 إذا كان
( )

( ق(
24 s2 s

s
1 s s

+ −
=

−
)فجد     sق(



 الفصل الاول- سلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمى      

 اعداد 26 ء البرعيبلال أبو غلوة         أ. آلاء الجزار         أ. آلا أ. سليم السيقلي        أ.

   تفوق :اسئلة رابعال القسم

 

 

 

 

 

 

# 
 الجواب  أجب عن الأسئلة الاتية

)اذا كان  1 ) ( ) ( ) ( 4ق( 2 i 3 2 i 2 2 g 5 2= = = وكان  =

( )

( )
( 2ق(

s2 s i2
s

s g s

−
)، جد  = )2 g؟ 

 

  

36−

 

2 

 

)اذا كان  ) ( ) ( sق( i s s g وكانت   =

( ) ( ) pق [ [ s i s =  وكانت( ) ( ) sق i s موجودة ، اثبت ان

ق
ق

i g
i g
+ =  

 

 

3 
( )اقتران كثير حدود من الدرجة الثالثة بحيث  sق( ) ( 3قق( 1 0 1= − = − 

( ) ( ) 6قق 1 2 1= − − = )، جد قاعدة الاقتران  −  ؟sق(

(  sق(
2 33 s4 s2 s+ + + =  



 الفصل الاول -العلميسلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع       

 اعداد  27 أ. بلال أبو غلوة       أ. آلاء الجزار         أ. آلاء البرعي  أ. سليم السيقلي                             

 

 
 
 

 

 

 

 الملخص : الأول القسم

   
 إذا كان : : اعدةق 

 

1-   s (s)r=   فإنs (s) r= 
 

2- s (s)r=   فإنs (s)r− = 
 

3- s (s)r=   2فإنs (s) r= 
 

4- s (s)r=   فإنs s (s)r= 
 

5- s (s)r=   2فإنs (s)r− = 
 

6- s (s)r=   فإنs s (s) r− = 

 
 

  
 
 
 
 

  
 

 شأنه من يكون  سوف التعلم مع يبدأ الذي الاتجاه إن

 المستقبل في ءالمر حياه يحدد أن

 

     مشتقة الاقترانات المثلثية /الرابعالدرس 



 الفصل الاول -العلميسلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع       

 اعداد  28 أ. بلال أبو غلوة       أ. آلاء الجزار         أ. آلاء البرعي  أ. سليم السيقلي                             

 الكتاب تمارين حلول : الثاني القسم

[wجد :   الأول السؤال
s]

 لكل مما يأتي : 

s : أ فرع      2 s 2 w− = 
              2s 2 s 2 w− − =   
 

s : ب فرع   1
s 1

−
+

  

             ( )( ) ( )( )

( )
2

s s s 1 s s s 1
w

s 1

 − −  − +
=

+
 

 
( )

2

2

s ss s

s 1

 −
= 

+

2s s s s+  − 

( )
2

s s

s 1

−  −
=

+
 

 

s :فرع جـ  
w

s s
=

+
  

             ( ) ( )

( )

2

2

s s s s 1 s s
w

s s

− +  − −  +
=

+
 

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

s s s s s s s s s s s s s s

s s s s

+ + + +  + +
= =

+ +
 

( )( )

( )

( ) ( )

( )
2 2

s s s s 1 s s 1 s s s 1 ss s 1
s s s s s s

+ + + + ++
= = =

+ + +
 

 )حل اخر باستخدام اولا الضرب التبادلي ثم الاششتقاق (                            

    
 
2s  فرع د :      s w=

                             ( )2 2s s s2 s w s s2 s s s w+ =  + =

   

 الحل 

 لحل ا

 الحل 

 الحل 



 الفصل الاول -العلميسلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع       

 اعداد  29 أ. بلال أبو غلوة       أ. آلاء الجزار         أ. آلاء البرعي  أ. سليم السيقلي                             

 

 

sاذا كانت  السؤال الثاني : w=  س زاوية حادة ، أثبت أن ،( )
2

2
2
w ]

w 1 w2
s]

+ = 

                2s s s w = =        
         2s s s s s s s s w=  +  =      

         ( )2s s sبالتعويض عن المعطى   +1 w= 
  

        

2( w 1)w2+ =

 

   

إذا كانت  السؤال الثالث :
s

w
s

=  ،0 s  أثبت أن
2

0 w w w
s

= + + 

                    
s

w
s

 )بالضرب التبادلي (    =

                  s s w=     ) بالاشتقاق( 

                s w s w=  )بالاشتقاق (  +

              s w w s w− = + s )حيث   + s w=) 

              s w w s w2− = +  

             0 s w w2 w s= + 0،بالقسمة على س)     + s) 

                   
w

0 w 2 w
s

= + + 

 

)اذا كان :  السؤال الرابع )2 1
s s s r

2
− س ، = 2 )جد مجموعة قيم س التي تجعل   −2 )0 s r= 

                   ( )2 1
2s s s r− =

 
                

( )s s s r+ =

 
                 

( )s 1 s r+ =

) وضع ب               )0 s 1 0 s r= +  =  
                                      1 s− =    
                                      } } s − =    حيث س∈  2 2  − 

 

 الحل 

 الحل 

 الحل 

2متطابقة     2s 1 s+ = 
   

 



 الفصل الاول -العلميسلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع       

 اعداد  30 أ. بلال أبو غلوة       أ. آلاء الجزار         أ. آلاء البرعي  أ. سليم السيقلي                             

   

 

جد  السؤال الخامس :
( )2 2

i

s i s

i 

− +
 

                ( )2 2

0 i

s i s

i 

− +

 

               
( )

0 i

w i w
i 

− +
=

 
              ( )2 2s s w w w= = =

 
   اثرائية :اسئلة الثالث القسم

 

 

 الجواب  القسم الأول : اختر الاجابة الصحيحة #

1  

 أوجد

 

س 2س      د( ــ جا 2جا  2س         جـ( 2س        ب( جا 2جا  2أ( ــ 

 ب 

 ق )س( تساوي :  5)س( +  //س ، فإن ق2إذا كان ق )س( = جتا  2
 
س2س    د( ــ جتا 2جتا  9جـ( ــ   س      2جتا  9س      ب( 2أ( جتا   

 أ  

3  

 إذا كان ص = قا س + ظا س ، فإن             تساوي : 

 

 أ(  قاس              ب(  قتا س              ج(  ــ قا س       د( ــ قتاس   

 أ

   

 الجواب  القسم الثاني :  أجب عن الأسئلة الاتية #

1  

 صفر  )           ( =            ، حيث ص                ، أثبت أن   ــ جا س 1إذا كانت ص = 

 

2س=  ص بفرض الحل 

 

 مشتقة الاقترنات المثلثية

 س 2س ــ هـ( ــ جتا2جتا ) 
 0    هـ هـ 

 

 نهــــا  

 /ص

 ص

 د

 د س

 جتا س 

 ص
1 

 ص



 الفصل الاول -العلميسلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع       

 اعداد  31 أ. بلال أبو غلوة       أ. آلاء الجزار         أ. آلاء البرعي  أ. سليم السيقلي                             

 

   تفوق :اسئلة رابعال القسم

 
 

 

 

 

 

2  

 ص           = صفر  2+               أثبت أن :     إذا كان ص = جا هـ ، س = قتا هـ ،

 

 الجواب  أجب عن الأسئلة الاتية #

1  

ت المسافة التي يقطعها جسم يتحرك في خط مستقيم بعد ن ثانية اذا كان

من بدء الحركة تعطى بالقانون   ( )2 T
2

  ، جد  =

L036,السرعة والتسارع عندما  T= 

 

  

,

,

012 u
014 j

=
=

 

 

2 

 

)اذا كان  )0 sh sh h s s l + ، وكان  =

( ) ( )s l s l−  ؟  h، جد قيمة / قيم   =
 1 1 0−  

 

اذا كان  3  ( 2ق( s s s s  )، جد  = ) )  sق )

> >

> > ق

s 0 s 2 s s

2 s s 2 s s s

2 0 s l y



 

 

+ −

− =

=





 

 ص2د

 2دس

 ص د

  دس



 الفصل الاول -لفرع العلمىسلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر ل

 اعداد 32 أ. آلاء الجزار         أ. آلاء البرعيأ. بلال أبو غلوة                  سليم السيقليأ.                     

   

 
 
 
 
 

 

 
 
 
 
 

 الملخص : الأول القسم
 

 قاعدة لوبيتال :  -1

i(s)إذا كان  (s)r  اقترانين قابلين للاشتقاق عند النقطةH s=   ح وكانت :  ∋, ل 
 

H s H s

(s) r (s)r0
g

0 (s)i(s)i  

= فإن        =
H s

(s)r
g

(s)i 

= 

 
 

 إذا كان :  -2

 

s -أ   i w=  فإنs i w= 

0 -ب  s s w 1فإن  =
0 s w

s
 = 

r(s) -جـ  i w=  فإن(s)r i(s) r w= 

> -د 
i

0 (s)r (s)r w=  فإن(s) r
0 (s)r w

(s)r
 = 

 من درس قاعدة السلسلة  47حيث جـ , د موجود صفحة   
 
 
 
 
 
 

     الخامس/ قاعدة لوبيتال ومشتقة الاقتران الاسي واللوغاريتميالدرس 

بل هو التعليم ليس إعداداً للحياة ... 
 الحياة نفسها 

 



 الفصل الاول -لفرع العلمىسلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر ل

 اعداد 33 أ. آلاء الجزار         أ. آلاء البرعيأ. بلال أبو غلوة                  سليم السيقليأ.                     

 الكتاب تمارين حلول : الثاني القسم

 احسب النهايات التالية باستخدام قاعدة لوبيتال : : الأول السؤال

 : أ فرع
i

1 s

1 s

s i
s

−



فر  ) بالتعويض المباشر               − ص
فر   اعدة لوبيتال (نستخدم ق ص

             1 s

1 s

1 1 i
1
s

−



− 
=      

                ( )1 1 1 s

1 s

0 (1 1) 1 (1 i) s 1 i− −



= − =  − =  − = 

 

 : ب فرع
s

s4
s 

فر  ) بالتعويض المباشر                   ص
فر   نستخدم قاعدة لوبيتال ( ص

           2
2

s s

4
4 1 4 s 4

s
=  = = =  

 

3 :جـ فرع
s

s s
s 

فر  ) بالتعويض المباشر         − ص
فر   نستخدم قاعدة لوبيتال ( ص

           
2

s

s 1
s3 

−
فر  ) بالتعويض المباشر       = ص

فر   نستخدم قاعدة لوبيتال ( ص

              
s

s
s6 

فر  ) بالتعويض المباشر           = ص
فر   نستخدم قاعدة لوبيتال ( ص

         
s

1 s
6 6 

= = 

[wجد  :الثاني السؤال
s]

 في كل مما يأتي 

  
ss : فرع أ i w=

            s s w]
s i s i

s]
 +  =

                         ( ) ss s i−  =

 : بفرع  
i0 s ws =

          
 

1
2

i i

1
s s w

2
=  

 1 1 1 w]
s2 s 2 s]

=  =

  

 الحل 

 الحل 

 الحل 

 الحل 

 الحل 



 الفصل الاول -لفرع العلمىسلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر ل
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 : جـفرع 
3

i8
s0 s w
s

 =

 
          ( ) ( )

1
5 32

5

i i i i i5 8

5 1 1 11 1 ss s w
2 2 2 2s s s

−−  = = =  
 

  5 w]
s2 s]
−
==

 : جـ فرع إخر حل 

         
  ( )5 5

5i i i i

5 1 1 1 1 1
1 ws s

s2 2 2 2 2s
−
= − = − =

 
 

) : دفرع  )( )s s2 i 2 i w+ −  ( فرق بين مربعين)          =

                     ( )s24 i w− =

 
 

        
s2 w]

i2
s]

=  

  
sكان اذا    : الثالث السؤال 1i s h w− 2يساوي  2الى  0, وكان متوسط التغير للاقتران ص عندما تتغير س من  =

i
  

  Hالثابت    احسب قيمة

               
( ) ( )0 r 2 r2 2 w

i 0 2 i s
−

=  =
−

 
10 iH2H22 2

i i 2 i 2

−−
=  =                2 H=  

 

اذا كانت  : الرابع السؤال
s 21 i s w+ + w، فجد قيمة / قيم س التي تجعل  = w=  

                   s i s2 w+     ( ) نعوض بالمعطى    =

w بما أن    w=     ( عطى ) بالم    

 s s 2i s2 1 i s+ = + +  
 s0 i= ss2 1 i− − + 2 s+  
 ( )( ) 21 s 0 1 s 1 s 0 1 s2 s=  = − −  = + −  

 الحل 

 الحل 

 الحل 

 الحل 

 الحل 
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أثبت باستخدام قاعدة لوبيتال أن :  : الخامس السؤال
k k

L k
L L

k h s
0 H h

L h s
− −

 =
−

   

            
1 k k k

1 L L L
h s h s

0 sk h s
0 sL h s

−

−
 

− −
=

− −
H) نعوض بقيمة     s=  ) 

1 k
L k

1 L

h kk
h

L h L

−
−

−= = 

)جد  : السادس السؤال ) ( )

1 s

s r 1 rs
1 s 

−
−

)باستخدام قاعدة لوبيتال علما بأن   ) ( )6 1 r 3 1 r= =  

             
( ) ( )

1 s

s r 1 rs
1 s 

−
−

فر  ) بالتعويض المباشر        ص
فر   نستخدم قاعدة لوبيتال ( ص

          ( ) ( )
( ) ( )

1 s

s r 1 r 1
3 3 6 1 r 1 r

1 

− 
= − = − = = 

 

   اثرائية :اسئلة الثالث القسم

 

 الجواب  اختر الاجابة الصحيحة  #

+  سه إذا كان ق )س( = 1
i

 ( = 0) /( , فإن ق1+ 2)س 
  د(   هـ                3جـ(                   1ب(                    4أ(   ــ 

 ب 

2 
 

)إذا كان ق )س( = )s s

i i
1 i i+  = (  0)  /، فإن ق −

 

أ(                       ب( 
i

د(                   1جـ( ــ      2
1
2

 د

)إذا كان ص = 3 )
ii

s  فان          عندما س = هـ 

 

 جـ(                د(                    1أ( هـ               ب( 
 ج

  عند القسمة نطرح الأسس  :ملاحظة 

 الحل 

 الحل 

 قاعدة لوبيتال , ومشتقة الاقتران الاسي واللوغاريتمي

1 
 1هـ +

 دص
 دس

1 

 هـ

1 
 2هـ
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   تفوق :اسئلة رابعال القسم

 

 

4 2

1
s

2

s4 1
1 s2 −



−
=

+
 

ب(                  2أ(
1
2

ج(                          
1
2
−

 2-د(              

 أ

 الجواب  أجب عن الأسئلة الاتية #

اذا كانت  1
2 3

2
2 s

20 sh s2
1

4 s 

− +
=

−
 ؟ hجد قيمة  

 

  

 

2 

 

اذا كانت 
( ) 2

2
2 s

L2 L 6 s3
2

4 s 

− − −
− =

−
 ؟ Lجد قيمة  

 

-14 

3 

أوجد 
( )

s
4

4 s s

1 s2 


− +

−
 1

2 2  

 الجواب  أجب عن الأسئلة الاتية #

)جد النهايات التالية علما بان  1 ) ( ق( 6ق s 0 0= =  

  (أ
( ق(

2
0 s

s5 s

s3 

ب(                
ق ق

0 i

(i s) (i s)
i2 

− − +
 

  ج(  
ق ق

0 i

1 1( ) (i )
s s

i5 

− +
              

 

  

( sق(

( 1ق( 1
s 5

  2   
 اذا كان

5 5

3 3
0 i

h32 (h s)20
3 h8 (h s) 

− +
=

− +
 ؟hجد قيمة   

 

1 h =  
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 الملخص : الأول القسم

1اذا كان الاقتران ق)س( اقترانا قابلا للاشتقاق عند النقطة  .1 1(( s)r s) فان ميل المنحنى عند

)1فالنقطة أ هو ميل المماس ، ويساوي  s) r  ويعرف العمودي على منحنى الاقتران بانه العمودي على

 عند نقطة التماس. المماس للمنحنى

  1−ميل العمودي =  × ميل المماس  .2

  اذا كانت معادلة المستقيم   أ س + ب ص + ج = صفر فان ميل المماس = .3

 

i= ميل المماس = .4 (s) r  حيثi موجب لمحور الزاوية التي يصنعها المماس مع الاتجاه ال

 السينات 

 

)ميل العمودى المرسوم لمنحنى الاقتران ص  .5 )= )عند النقطة  sق )1 1w s  الواقعة عليه يساوي
1
l
−

 

)ومعادلته هي :            )1 1

1
s s w w

l
−

− = )، حيث  − 1sق( l= ( )1 1s w= 

 

1 معادلة المماس بمعلومية الميل ) م (  ونقطة التماس .6 1( w s) ( )− = −1 1s s l w w 

السرعة اللحظية )ع( عند الزمن ن هي ع )ن ( =  .7
t]

t
k]

 =  

من ن هي ت )ن ( = التسارع اللحظي )ت( عند الز .8
2

2

t ] u]
t

k]k]
 = =  

 
 
 
 
 
 

 ات هندسية وفيزيائيةالسادس تطبيقالدرس 

 

 .لكي ننجح علينا أولاً أن نؤمن أنه بمقدرونا تحقيق النجاح



 الفصل الاول -سلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمى

 اعداد 38 أ. سليم السيقلي        أ. بلال أبو غلوة         أ. آلاء الجزار            أ. آلاء البرعي                       

-1 

 الكتاب تمارين حلول : الثاني القسم

 

)جد النقطة / النقاط على منحنى   ل:الأو السؤال )21 s2 s s r+ − ، التي يكون عندها المماس للمنحنى =

0عموديا على المستقيم  4 w2 s= + +  

 يجب ايجاد  ميل العمودي  ميل المماسيجاد لا              

0 من معادلة المستقيم               4 w2 s= + +  

=                      =  ميل العمودي
−1
2

          

               
+ − =
= − =
= 
=

21 s2 s (s)r
2 2 s2 (s) r
4 s2
2 s

 

 (1 ،2( ( = )2)ق ، 2) هي النقطة   1= 1+ 2× 2 - 2(2بالتعويض في معادلة المنحنى ص = )   

)جد معادلة المماس لمنحنى  :الثاني السؤال )2s 3 s r− عندما س =  =
4

  

sعندما             
4
=


 بالتعويض  

ص =      
2 3

4
−


 =3 – 1  =2  قطة التماس  هين( ) ( )= w s

4
 

)الميل =             )2s s 2 s r − بالتعويض عن    = =4 s    

)  ميل المماس =  )2

2

2 r
4 4 4

1
4 2 1 2 1 2

4

 − =

 
 − =   − =   − =
 
 

  

)معادلة المماس هي :  )− = −1 1s s l w w
  

)بالتعويض عن النقطة والميل : )s 4 2 w
4
− − = − 

                                       s4 w+ − = 

 

 الحل 

 الحل 

= ميل المستقيم                     =   ميل المستقيم
( )−
−

=
1
2

1
2  
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)اذا كان المماس لمنحنى  :الثالث السؤال )=
i

s
s r

2
يقطع محوري السينات والصادات في  2عندما س =  

 النقطتين ب ،جـ على الترتيب ، جد مساحة المثلث م ب جـ  ، حيث م نقطة الأصل .

                 
 

              ( )− =
i i

2 s s r  = 2بالتعويض عن س =ص= = 2
2

i i
0(0 ،2=) النقطة 

              
1 1

(2) r (s) r
2 s
=  =   1 المماس ميل

2
=" 

):  هي المماس معادلة )1 1s s l w w− = ):  والميل النقطة عن بالتعويض،   − )− = −

− =

1
2 s 0 w

2
1

1 s w
2

 

 0=  ص نضع( السيني المقطع)  السينات محور مع المستقيم تقاطع نقطة لايجاد

     
1

1 s 0
2

2 s

− =

=
 ( 0 ،2) النقطة  ومنها  

 0=  س نضع( الصادي المقطع)  الصادات محور مع المستقيم تقاطع نقطة لايجاد

     
1

1 0 w
2

1 w

−  =

− =
 ( 1- ،0) النقطة  ومنها   

1= الارتفاع× القاعدة نصف=  المثلث مساحة
1 1 2

2
=   مساحة وحدة 

w6اذا كان المستقيم  ع:الراب السؤال h s− ) يمس منحنى الاقتران = )
s3

2 s s r
2 s

 =
−

                      

           ؟  H    يمقجد  ،

    ميل المماس = ميل المستقيم   من خلال مماسا يمس  (ص،س) يجب ايجاد قيم  Hلايجاد قيم                 

 أولا : ايجاد ميل المماس    

              
( ) ( )

( )2 2

6 s3 6 s3
s r

2 s 2 s
− − −

= =
− −

 .................1      

1−=                           ثانيا : ايجاد ميل المستقيم =
6

=حيث        2.............   +h w6 s  
 ميل المماس = ميل المستقيم     1من المعادلتين 
( )− =   = −  = −

2

1 1 14 8 s 6 2 s 36 2 s  
 

 الحل 

 الحل 

 

1مساحة المثلث = 
 الارتفاع×القاعدة × 2
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 فان 8=  س عندما

 ( ) ( )


= = =
−

8 3
4 8 r s r

2 8
   

  المستقيم معادلة تحقق وهي( 4 ،8) النقطة وبالتالي 

w6:   اذن h s

32 h 4 6 h 8

− =

=   − =
  

 فان 4-=  1س وعندما
( ) ( )

−
= = − =

− −
4 3

2 4 r s r
2 4

   
  مالمستقي معادلة تحقق وهي( 4 ،8) النقطة وبالتالي

w6اذن :  h s

8 h 2 6 h 4

− =

=   − = −
  

 

قذف جسم رأسيا الى أعلى وفق العلاقة  س:الخام السؤال
2 k5 k40 t− ، حيث ف ارتفاعه بالأمتار ، ن  =

 م  100بالثواني ، جد سرعة الجسم عندما تكون المسافة الكلية المقطوعة 

 م  100من خلال المسافة الكلية ف =  لايجاد السرعة يجب ايجاد الزمن             

 0ولكن يجب فصل زمن الصعود عن زمن الهبوط ، لايجاد زمن الصعود من خلال أقصى ارتفاع بصل اليه الجسم ع)ن(= 

                 ( )− =2 k5 k40 k t  

0 k10 40 (k)u k10 40 t (k)u= − =  − = = 

40 k10− = −         
 E4 k= ) زمن الصعود ( 

( )= − = − =2L80 80 160 (4)5 (4)40 k t 
      = م ( 80ث ، ف=  4الصعود )عند ن   = م  20=  80 – 100الهبوط 

م مساوية  100سافة = م  و من ملاحظة الشكل فان السرعة عندما الم 100ولكن المطلوب هو سرعة الجسم عند ف = 

 0أقصى ارتفاع ع =                        م   60=20-80 الهبوط = –الصعود  للسرعة عندما المسافة المتبقية =

100 عندما السرعة t=   =60 عندما السرعة t= 80=ف الصعود          20ف =  الهبوط                  الإشارة بعكس ولكن 

 
− = −  − = −

= − − 

= − − 

2 2

2

2

60 k5 k40 k5 k40 60

0 60 k5 k40

0 12 k8 k
 

2 k 6 k 0 (2 k)(6 k)= =  = − −  مرفوضة  
E 20 6 10 40 u 6 kL − =  − =  = 

 الحل 

 =
سافة المتبقية 

الم

8
0

-
2
0

=
6
0
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سطح الأرض قذف جسم رأسيا الى أعلى ، وكان ارتفاعه ف بالأمتار بعد ن من الثواني ى من نقطة عل س:الساد السؤال

يعطى بالعلاقة  
2 k5 k30 t−  م ، جد : 40، فسقط على سطح بناية ترتفع  =

  أقصى ارتفاع يصل اليه الجسم:  أ فرع

0  عندما وهي ارتفاع أقصى              (k)u= 

                         

− = =
= − = 
=  − = − 

k10 30 t (k)u
0 k10 30 (k)u
E3 k 30 k10

   

2L45 عندما وهي ارتفاع أقصى 45 90 (3)5 (3)30 t 3 k= − = − =  =  

 ة ارتطام الجسم بسطح العمارة سرع:  ب فرع

           240 k5 k30 40 t= −  =  

= + −  = − −
= − − 
= = 

2 20 8 k6 k 0 40 k5 k30
0 (4 k)(2 k)
4 k 2 k

 

1
E 10 u 4 kL − =                                  النزول لحظة في =

   اثرائية :اسئلة الثالث القسم

 

 الجواب  القسم الأول : اختر الاجابة الصحيحة #

 :هي  (0،3إذا كانت معادلة العمودي على منحنى ق)س( عند النقطة ) 1

)فإن  6ص=3-س2 )3 R=  

أ( 
3
2 ب(            2

3-جـ(                   3
2 د(                2

3
−

 

 جـ 

2 
إذا كان المستقيم ص= س مماسا لمنحنى

2H s w+  فإن قيمة أ تساوي=

 ب(                     2أ( 

1
جـ(                     2

1
 صفر د(               4

 جـ

 الحل 

 الحل 

 تطبيقات هندسية وفيزيائية
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3  

( 3،1إذا كانت معادلة العمودي على ماس منحنى الاقتران ق)س( عند النقطة )

=هي
1

s w
h

)فإن    )1 R  

جـ(              3- ب(                     3أ( 
1
 د(             3

1
3 − 

 د

 إذا كانت معادلة العمودي على المماس لمنحنى الاقتران ق )س( عند النقطة  4

 ، فإن  الثابت ب =  6( = 12)  /، ب ( هي أ ص = س ، وكانت ق 12) 

  6 د(              2ج(                     2ب(   ــ                 6أ(  ــ   

 

 ب 

 إذا كانت معادلة العمودي على منحنى الاقتران ق )س( عند النقطة 5

 ( تساوي : 1)  /فإن ق 5ص =  2( الواقعة عليه هي : س  +2،  1)  
 

أ (  
1
2

ب(                
−1
2

  2د( ــ             2جـ(                   

 جـ 

 مماساً لمنحنى الاقتران ق)س( عند  1س ــ  3إذا كان المستقيم ص =  6
 

 ( ،فان                                     =  5،  2النقطة ) 
             

   5جـ(  صفر                   د(                   4ب(                   3أ(  
 
 7  

 == س مماساً لمنحنى ص =       + جـ ، فإن قيمة جـ  إذا كان المستقيم ص

  2د(          1ج(               1ب( ــ                  2أ(  ــ  

 ج

8 
 قذف جسم رأسياً إلى أعلى بحيث يقاس ارتفاعه حسب العلاقة

متراً ،  32إذا كان  أقصى ارتفاع وصله الجسم  0، أ <  2ن2أ ن ــ  4ف =  

 ي : فإن قيمة أ ه

  32د(             16ج(              8ب(             4أ(  

 أ 

9 

 

 

 س مماساً  لمنحنى الاقتران ق)س( عند 5ــ 1إذا كان المستقيم ص = 
 

 =       ( ،  فإن :                                         9، ــ  2النقطة ) 
 

   15د(                 5جـ(                   5ب(  ــ                 15أ(  ــ 
 
 

 5  - + هـ ( 2ق )
 0هـ هـ 

0  
 

 نهــــا   

  2س
4 

 9+ هـ ( 3+  2ق )
0 هـ  i  

 نهــــا  
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   تفوق :اسئلة رابعال القسم

10  
 س+ ب مماساً  لمنحنى الاقتران 5إذا كان المستقيم ص = 

 فأن قيمة ب هي :  1-+ س  2س2ق)س(=
 

  3د(               1جـ(                  1ب(  ــ                3أ(  ــ 
 
 11 

)س( عند النقطة مماسا لمنحنى ق 0=2-س3-صاذا كان المستقيم 
( )( )1 R1

 

فان 

( )

0 i

5 i5 1 R
i 

− +

  

 5-د(                0ج(                   15ب(                25أ(

 قذف جسم رأسيا للاعلى ، وكان ارتفاعه ف بالامتار في أي لحظة يعطي بالعلاقة ، 12
2 16 80 t− =

الزمن بالثواني ، ان زمن وصول الجسم لأقصى  حيث ن 

 ارتفاع يساوي : 

 ثانية  2.5ثانية      د(  3.5ثانية                  ج( 4ثانية       ب( 5أ(

 الجواب  أجب عن الأسئلة الاتية #

 

 1 

8اذا كان المستقيم  w2 s4= )يمس منحنى ق)س( عند النقطة − )2 وكان   3

0المستقيم  s3 w9= )عموديا على مماس المنحنى ل عند النقطة + ، جد 3(

( )3 i  حيث
( )

( )
( )

ق
2

s3 s
s i

s g s

+
=  

 

  

92
27
−

 

2 

 

)اذا كان 2fق( sh s s+ + )يقطع منحنى  = )3s[ s s i− عند  =

)النقطة  ]ولهما نفس المماس عند تلك النقطة ، ما قيم1( f h  ؟ 
1 1 2− −  

 

3 

)من المماس المرسوم من النقطة  جد مساحة المثلث المكون لمنحنى الاقتران  0(

( 33ق( s s+  ؟1والعمودي على المماس عند نقطة التماس والمستقيم ص==
        15 

 

 

4 

 

 

م( حسب العلاقة 180اسقط جسم سقوطا حر من على برج ارتفاعه )
2

15 t=  ،

م/ث وحسب  hم/ث( اسقط جسم اخر من نفس الارتفاع وبسرعة 10عندما كانت سرعته )و

العلاقة 
2

25 h t+  اذا وصل الجسمان سطح الارض في نفس اللحظة ، جد قيمة =

h ؟                       

11  



 الفصل الاول -سلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمى

 اعداد 44 أ. سليم السيقلي        أ. بلال أبو غلوة         أ. آلاء الجزار            أ. آلاء البرعي                       

 

 

 

 

 

 

 

 

5 

 

اسقط جسم للاسفل من سطح عمارة سقوطا حرا وفق العلاقة 
2

116 t= وفي اللحظة

 م/ث وفق العلاقة 20نفسها رمى جسم اخر للاسفل بسرعة ابتدائية مقدارها 

2

216 20 t+ ، اذا ارتطم  الجسم الاول بعد =
1
2

ثانية من ارتطام الجسم   

 الثاني بالارض ،جد : 

 سرعة كل من الجسمين لحظة ارتطامهما بالارض . (1

 ارتفاع العمارة. (2

148ع  = 

=252ع

 

 

 

6 

  

 

من نقطة على سطح الارض اطلق جسم لاعلى حسب العلاقة 
2 10 t− = 

 م( سطح الارض جد :24فسقط على سطح بناية ارتفاعها )

 اقصى ارتفاع يصله الجسم من سطح العمارة  (1

 سرعة ارتطام الجسم بسطح البناية . (2

  

 



 الفصل الاول سلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمى

 

 اعداد  46 أ. آلاء البرعي            أ. آلاء الجزار         سليم السيقليأ.         بلال أبو غلوةأ.                            

 
 
 
 

 الملخص : الأول القسم

 اقترانين قابلين للاشتقاق ، ص = ق )هـ )س(( ، وبالتالي :i(s)كانت ص = ق )ع (  ، ع = اذا  -1

 فان 
u] w] w]
s] u] s]

 =  

 

 قاعدة السلسلة :  -2
  للاشتقاق عنداذا كان هـ)س( اقترانا قابلا للاشتقاق عند س ، وكان ق )س( اقترانا قابلا

هـ )س( فأن الاقتران المركب   يكون قابلا للاشتقاق عن س ، ويكون  

( )  =(s) i ((s)i) r (s) i r  

 

اذا كان ص=  -3
k ((s)i)  وكان(s)i ، قابل للاشتقاقw k  فان ،

1 k w]
s](s) i ((s)i)k − = 

 اذا كان ك )س( اقتران قابلا للاشتقاق ، فان : -4

 

;(s)= (أ i (s)r    وتكون
 =(s); i (s) ; (s) r 

 (ب
i

0 (s); (s); (s)L قابل للاشتقاق وتكون   =
(s) ;

(s) L
(s);


=  

 

 

 

 

 

 

 السابع / قاعدة السلسلةالدرس 

 كل من توقف عن التعليم فهو كهل ، 
 ولا يهم إن كان في العشرين أو في الثمانين من عمره ،

 بينما كل من لا ينفك يتعلم يظل شابا  



 الفصل الاول سلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمى

 

 اعداد  47 أ. آلاء البرعي            أ. آلاء الجزار         سليم السيقليأ.         بلال أبو غلوةأ.                            

 الكتاب تمارين حلول : الثاني القسم

جد : الأول السؤال
w]
s]
 لكل مما يأتي :  1عندما س =   

 

) : أ فرع )
3 21 s s w

−
+ +  ة القوسبحل مشتق   =

                 ( )
3 21 s s w

−
+ + =  

            ( ) ( )
4 2 w]

1 s2 1 s s 3
s]

−
+  + + −   1=س عن بالتعويض  =

) ينتج             ) ( )41 9 w]
3 3 3

9 81 s]
−− −

= =  − =
 

 

 

20: فرع ب  s s w
s

 =
 حاصل ضرب اقترانين 

            ( ) ( )2
2

w]
s2 s

s s s s]s
 +    = 

)  فان 1= س عندبالتعويض  ) ( )( )2 w]
2 1

s]
 + −   = 

                          ( )
w]

2 2 1 0
s]

− =  − + =  

 
2: جـ فرع

2

1
u 7 u5 w

1 s
= − =

+
 قاعدة السلسلة 

                 u] w] w]
s] u] s]

 = 

     
( ) ( ) ( )

2 2 23 2 22

s20 s2 10 s2 w]
u10

s]1 s1 s 1 s1 s

− − −
=  =  =

++ ++
  

  فان 1= س عندبالتعويض 
( )3

5 20 20 w]
2 8 s]2
− − −

= = = 

 
 
 

 الحل 

 الحل 

 الحل 



 الفصل الاول سلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمى

 

 اعداد  48 أ. آلاء البرعي            أ. آلاء الجزار         سليم السيقليأ.         بلال أبو غلوةأ.                            

):  د فرع )20 s s w
s

 + = 

                ( ) 2
2

w]
s s 2

s s]s
−

  − +  =  

) فان 1=س عندما ) 2 w]
2

s]
− =   − + − = 

 

):  هـ فرع )
3

i
0 s s w =  

) ينتج بالاشتقاق              )
2

i

1 w]
s 3

s s]
 = 

) ينتج 1=س عن بالتعويض              )
2

i

w]
0 1 1 3

s]
=  = 

 
 

 كان  اذا : الثاني السؤال
( )

( )i
s L

s r
s2

) وكان = ) ( )2i2 1 L i 1 L= ) جد = )1 r  

            
( )

( )

( )

( )
( )i

2

s L
2 s L s2

s L
s r

s2

 − 
 ) يوجد قسمة ومشتقة لوغاريتم (    =

  ينتج 1=س بالتعويض  
( )

( )
( )

( )

( )
( )

2
2

ii
2 2

1 Li2 2 1 L 2i 2
1 Li 1 r

2 2

 − − 
= = 

                                     
( )11 4

1 i1
i

−
− =

4
i

4i 4
i

4

−
= = 

                                    ( )
1

1 1 r
i

− =  

 

 جد مشتقة كل من الاقترانات الاتية ::  الثالث ؤالالس

) :  أ فرع )
2s s i s r+ = 

          ( ) ( )
2s s i 1 s2 s r+ + =   

 
 

 الحل 

 الحل 

 الحل 

 الحل 



 الفصل الاول سلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمى

 

 اعداد  49 أ. آلاء البرعي            أ. آلاء الجزار         سليم السيقليأ.         بلال أبو غلوةأ.                            

):  ب رعف  ) ( )
i

2 33 s s3 s s u − 

                 ( )
2

2 3

s6 s3
s u

s3 s
−

=
−

 

 

 
 

) كان  اذا : الرابع السؤال ) ( )2 21 s L s s r+ ) جد الجدول باستخدام ، = )1 r  

( )2 l ( )2 l ( )2 l 

5 1- 1 

            ( ) ( ) ( )2 2 2s2 1 s l s2 1 s l s s r + +  +  = 
                         ( ) ( )2 2 31 s ls2 1 s l s2+ + +  = 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 32 1 s l s2 1 s l s2 s6 1 s l s2 1 s l s2 s r    + +  +  +  + +  +  =    
( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 41 s l2 1 s l s4 1 s l s6 1 s l s4 s r+ + +  + + + +  = 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 l2 2 l10 2 l4 2 l2 2 l4 2 l6 2 l4 1 r+ + = + + + = 
( )10 10 4 5 2 1 10 1 4 1 r+ − =  + − +  = 

( )4 1 r=   

) كان ذاإ  :  الخامس السؤال ) ( )3 3s r s r w−  جد ، =
w]
s]

                                                   بأن ،علما 2=س عندما 

( ) ( ) ( )2 8 r 2 2 r 1 2 r= − =  ؟    =

 

            ( ) ( ) ( )2 3 2 w]
s3 s r s r s r3

s]
 −   2=س عن بالتعويض ، =

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) 22 w]
30 24 6 12 2 2 1 3 12 8 r 2 r 2 r3

s]
− = − − =  − − =  −  = 

 
 
 
 
 

 الحل 

 الحل 

 الحل 

مكتبة الملتقى التربوي
مكتبة الملتقى التربوي



 الفصل الاول سلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمى

 

 اعداد  50 أ. آلاء البرعي            أ. آلاء الجزار         سليم السيقليأ.         بلال أبو غلوةأ.                            

  الأيمن الطرف

)لمنحنى المرسوم المماس على العمودي معادلة جد  : السادس السؤال )s 4 s r− =  س عندما  =
4

 ؟ 
) الميل              )2s s r=   ، ←المماس ميل  =( )2

2

1
2 r

4 41

2

= = =
 
 
 

 

 1− = العمودي ميل

ماس  يل الم م
 = 

2
= ) التماس نقطة           ،          

4
)ق ،

4
( = ))

4
،3) 

): المماس على العمودي معادلة )1 1s s l w w − = −( )1s 3 w
4 2

−
− = − 

1 1
3 s w s 3 w

8 2 8 2
− −

+ + =  + = −  

 

2k5 كان  اذا     : السابع السؤال k w+ ) وكانت  = )
1 k

k]
2

s]=

) جد ، = )
1 k

w]
s]=

 ؟

           ( ) ( ) ( )
1 k 1 k

k] w] k] w] k] w] w]
14 2 7 7 5 k2

s] s] s] s] s] k] s]
= =

=  =  =   + = =  = 

+ كانت  اذا : الثامن السؤال =2 2s f s h w ، 3 أن أثبتw w s4 ws+ − = 

           + − =2 2s sf2 s sh2 w 

     ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 3 2 3 2

f2 s s2 s sf2 s sh2 s2 2 s h w

s f2 s sf4 s sh4 s h2 w

s sf2 s sf4 s sh4 s sh2 ws

 +  − + − +  − =

+ − − − =

+ − − − =

 

              ( )+ − + + − =2 2 2 3s sf2 s sh2 s f s h s4 

              + − =3w w s4 =الايسر الطرف 

):   التاسع السؤال ) ( )
1

s s i s s r
s

= + ) أثبت ، = ) ( )2 3s s s i r=  

               ( ) ( )2

1
s s i 1 s r

s
− = − = 

( ) ( )s i r( ) ( )( )s i s i r =   

 الحل 

  الحل 

 الحل 



 الفصل الاول سلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمى

 

 اعداد  51 أ. آلاء البرعي            أ. آلاء الجزار         سليم السيقليأ.         بلال أبو غلوةأ.                            

2 المتطابقة : 2s 1 s− = ( ) ( )2

1
s 1 s s r

s
− − = − =                             

2 2

2 2

s 1 s
s s

s s
− − − = − = 

 
           

3
2 3

2

s
s s

s
 = =    

 

)جد :  العاشر السؤال )

i

s2 i s2
i 

− + 

s2نفرض                w=  
 

        ( )
( )2 2

i

w i w
s2 w w

i 

− +
= = =               

                                                                                   

)س( اقترانيين قابلين للاشتقاق وكانت ـاذا كانت ق)س( ، ه :  عشر الحادي السؤال

( )( ) ( )( )
L L

s i s r w )، أثبت أن :  = )i r w
L

i r w
+ 0، حيث = L 0)س( ـ، ق)س( ، ه 

             ( )( ) ( )( )
L L

s i s r w =  
             ( ) ( )( )

L
s i s r w   . للطرفين اللوغاريتم بأخذ =

        ( ) ( )( )
L

i i
s i s r w  =      

                       ( ) ( ) 
i

s i s r L = 
        ( )( ) ( )( )

i i i
s i L s r L w+ =   

                      i r w
L L

i r w
+  (الطرفين شتقاق)بإ      =

          
i r w

L
i r w

 + =
  

  

 
 
 
 
 

 الحل 

 الحل 



 الفصل الاول سلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمى

 

 اعداد  52 أ. آلاء البرعي            أ. آلاء الجزار         سليم السيقليأ.         بلال أبو غلوةأ.                            

   اثرائية :اسئلة الثالث القسم

 

 الجواب  القسم الأول : اختر الاجابة الصحيحة #

1  

س2إذا كان ق )س( =           ،هـ )س( = 
2

هـ( 5فإن ) ق     1ــ   


 (1 = ) 

 

  4د(                   1جـ(                   1ب(  ــ                  4أ(  ــ 

 أ 

2 
)إذا كان  )21 s s2 s R− + = ،( )s s i=   هـ(َ)5فإن)ق

1
4=) 

 ب(                     3-أ( 
−1
2

جـ(              
1
2

 3 د(                   
 د

 ( = 9)  /( ــ س = صفر ، فإن   ق1+ 3إذا كان ق )س( قابلاً للاشتقاق وكان ق ) س 3

1أ(  
  33جـ(   صفر              د(                    ب(                  12

 

 أ 

 ( = 1) /( /ق 5، فإن ) ق 2إذا كان ق )س( = س 4
 

  8د(                6جـ(                     4ب(                   2أ(    
 د

( = 9)  /، ق 2( = 3)  /( ، وكان هـسإذا كان ق )س( = أ هـ )  5
2
3

 ، 

 فإن قيمة الثابت أ =  

ب(                       2(  أ 
4
3

د(                    1جـ(  
1
2

  

 

 أ

 ،  3( =  2)  /س ،  هـ  5ـ  2، حيث ق )س(= س 27( = 2) /هـ(  5إذا كان ) ق 6

 ( = 3فإن هـ ) 

 

  7د(                9ج(                   16ب(                  21أ(   

 د

7  

 ) س( =            /هـ ()س( = س  وكانت ق 5ان ) ق ك إذا

 ) س( = /حيث هـ قابل للاشتقاق فإن هـ 

 ب(  س           ج(  ق )س(              د( هـ)س(                1أ(  

 د

 قاعدة السلسلة

1 
 س 

1 

 س



 الفصل الاول سلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمى

 

 اعداد  53 أ. آلاء البرعي            أ. آلاء الجزار         سليم السيقليأ.         بلال أبو غلوةأ.                            
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= + − =+ 22اذا كان  s 3 s4 s g6 w3
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−

جـ(                    6- ب(                    
3
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 د 
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فان قيمة الثابت  1)     ( =  هـ( 5، هـ)س( = جتاس ،) ق  س hإذا كان ق )س( = 

h : تساوى 

 

 1ب(                جـ(  صفر                   د(                 1أ( ــ 

 

 أ

13 
 

 (0) /ق حيث هـ عدد نيبيري فإن(  2س +2) هـ ــ لو س 3إذا كان ق)س( = هـ
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 أ 

1 

 9س + 6ــ  2س

 
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 الفصل الاول سلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمى

 

 اعداد  54 أ. آلاء البرعي            أ. آلاء الجزار         سليم السيقليأ.         بلال أبو غلوةأ.                            
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  (0)ق حيث هـ عدد نيبيري فإن(  2س +2) هـ ــ لو س 3إذا كان ق)س( = هـ
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 الفصل الاول سلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمى

 

 اعداد  55 أ. آلاء البرعي            أ. آلاء الجزار         سليم السيقليأ.         بلال أبو غلوةأ.                            

 

 

 

# 

 

 

 القسم الثاني :  أجب عن الأسئلة الاتية

 

 

 الجواب 

1 
 

 يحقق المعادلة  س3س ( هـ2+  1بين أن الاقتران ص = ) 

 ص = صفر  9+             6ــ             

 
 

 

2  

 ، أوجد  2سهـ لو  2سإذا كان ص = هـ 
  

2

2

s

s

i

i2
s

s i s4+

     

             

 
3  

جد معادلة المماس لمنحنى     3( = 5، ل)  (5= )1ل ( ، 1+2إذا كان ق )س( = ل)س

 .  2ق )س( عندما س = 

 

  5س ــ  4ص = 

4  

 3ــ                   1عندما س = ، جد            1، ع س =  3ع( 2ــ  3إذا كانت ص = ) ع

   ص  = ؟إذا كان     5
w

1 s−
  ( 1) س ــ  ص = ص  أثبت أن :  ص ،     

   (2 )هـ(  5،جد ) ق 3+  2، هـ)س(= س2+ 3إذا كان ق )س( = س 6

 
966 

7  

   3إذا كان المماس لمنحنى الاقتران ق )س( = ) س +         (

 ( فاحسب قيمة أ  0يمر بالنقطة ) أ ،  2عند س = 

 صفر 

8 

 

)ذا كان ا 6ق( فجد  =5
ق ق

0 i

(i4 5) (i2 5)
i 

+ − −
 -36 

9  

 ، س < صفر                  3( =  1ــ  2س2إذا كان ق ) 

 فاحسب 

 

 

1
18

 س ص20فأثبن ان   1= ع + 2، ص  10اذا كان س = ع 10
w]
s]

  1ــ  2= ص  

 2ب = ــ فما قيمة الثابت  ب.           (1 = )24(  ق  5) ق+ ب س ، وكان  2س2اذا كان ق)س( =  11

 ص2د
 2دس

 دص
  دس

 دص
 دس

 دص

 دس

 

2 

 س

 4(6)س+

 C 0 هـ
 

 نهــــا  
 (7+ هـ ( ــ ق) 7ق ) 

 هـ  6
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   تفوق :اسئلة رابعال القسم

 

 اذا كان ق قابلا للاشتقاق ، فأثبت أن : 12

 (أ
ق قق

0 i

(i s) (i s)
(s)

i 

− − +
= 

) (ب )
0 i

(s) r u (s) r u
s rs (s)r

i 

−
− = 

 

)اذا كان  13 24ق( 2 فجد  =3
ق ق

0 i

(2) (i3 2)
i4 

− −
 -6 

14  

 ص           = صفر  2إذا كان ص = جا هـ ، س = قتا هـ ،   أثبت أن :                + 

 

 

s2اذا كان  15 f s2 h w− )اثبت ان = )
22 2 2f4 h4 w4 w+ = +   

 اب الجو القسم الثاني :  أجب عن الأسئلة الاتية #

اذا كان  1
s1 s i w

1 s

−+ =
−

)، بين ان   )2 2w w 1s s= − 

 

 ــــــــــــــ

2 
اذا كان 

4 s 1 w uw
2 s w1

+ += =
− −

اثبت ان : 
1
3

u]
s]=   ــــــــــــــ 

، احسب  5-س3هي ص= 1اذا كانت معادلة المماس لمنحنى ه)س( عند س= 3
 بحيث ان :  1الاقتران ق)س( عند س=لة العمودي على المماس لمنحنى  معاد

( )( ) ( 3ق( 2s i s s=
 

 

( )
1

1 s 8 w
12

− = +  

اذا كان 4
( )(s) g s l

،  1اقترانين قابلين للاشتقاق عند النقطة س=   

وكان
( ) ( )3 1 l 2 1 l (2) g 1 (2) g= = − = − =

 احسب 

( )( )2 ]
s]l g s

 1عند س =  

 

               -8   

 ص د

  دس

 ص2د

 2دس
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 الملخص : الأول القسم

في حالة ليس من السهل كتابة ص بدلالة س , فنسميها علاقة ضمنية , ونجد -1
w}
s}

بطريقة تسمى الاشتقاق   

 الضمني  حيث يتم اشتقاق كل من طرفي العلاقة بالنسبة لـِ س ضمن قواعد الاشتقاق

 

 إذا كان : -2

 

 –أ               

L
k s w= k L ∋    0ص k   فإن

L
1

k L
s w

k

−
= 

0 - ب               w(s)i (s)i فإن  =
(s)i

w
2(s)i
= 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 الثامن الاشتقاق الضمنيدرس ال

 التعليم هو أقوى سلاح   
  من الممكن استخدامه                            

 لتغيير العالم                                     



 الفصل الاول -سلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمى

 58 اعداد أ. سليم السيقلي        أ. بلال أبو غلوة         أ. آلاء الجزار            أ. آلاء البرعي                        

 الكتاب تمارين حلول : الثاني القسم

جد :  الأول السؤال
w]
s]

 لكل مما يأتي :  

2: أ فرع  35 w2 ws s= + + 
           ( ) 20 ww w ws s3= + +  ) حاصل ضرب ( +

2w s3 ww ws− − = 
 ( )

2
2w s3

w w s3 w4 s w
w4 s
− −

=  − − = +
+

  

 
523:  ب فرع s 1 w+ − = 

           ( ) ( )
4 1

2 25 51
s2 w 3 ws 1 s 1

5

−

 − =  + =− − 
 

):  جـ فرع )w s w+ = 
            ( ) ( ) ( ) ( )w s w w s w w 1 w s w+ + + =  +  + = 

( ) ( )w s w s w w+ = + − 
( ) ( )( )w s w s 1 w+ = + − 

( )

( )( )
w s

w
w s 1

+
= 

+ −
 

 
1:  د فرع 1

2
s w

= + 

            1 12 s w− −= + 
2

2 2
2 2 2 2 2

w 1 1 1 1
w w 0 w 0 s 1 w w

s s w s w
− −− −

− =  =  = −  =  −+  −

 

  
. 

جد معادلة العمودي على منحنى   : الثاني السؤال
25 s3 s w+ − , عند كل من نقطتي تقاطعه مع الدائرة التي  =

معادلتها
2 225 w s3 s= + − 

 :تاليكال   ونقطة العمودي ميل توفر من لابد العمودي معادلة نجد لكي             
 

 -: الدائرة مع المنحنى تقاطع نقطة نوجد /أولا

 الحل 

 الحل 

 الحل 

 الحل 

 الحل 
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2 21 5 w s3 s 5 s3 s w − = −  + − =     
2 الدائرة معادلة في بالتعويض   225 w s3 s= + − 

= − +  = + −2 20 30 w w 25 w 5 w      ومنها ( )( )= − =  = − +5 w 6 w 0 5 w 6 w 
25 فان 6 -= ص عندما   s3 s 6+ − = 20 ليوبالتا  − 11 s3 s= +  حلول يوجد فلا  0 المميز لكن ، −
25 فان 5=  ص عندما  s3 s 5+ − ) وبالتالي  = ) 20 3 s s 0 s3 s= −  = 3ومنها − s 0 s= =       

     (5 ،3) و( 5 ،0) هي النقاط
25  المنحنى لمعادلة الأولى لمشتقةا=  المماس ميل/  ثانيا s3 s w+ − 3 أن أي  = s2 w− =  

3←(  5 ،0) النقطة عندالحالة الأولى :   w− 1=                 = العمودي ميل فيكون ،    =
3

  

):  العمودي ادلةمع )
1

0 s 5 w
3

− = 1 ومنها  ،     −
5 s w

3
+ = 

 3(  5 ،3) النقطة عند الحالة الثانية :  3 6 w= − 1=                 = العمودي ميل فيكون ،    =
3
−  

):  وديالعم معادلة )
1 1

1 s 5 w 3 s 5 w
3 3
− −

+ = −  − = 1 ومنها  ،     −
6 s w

3
−

+ = 

يتحرك جسم على خط مستقيم وفق العلاقة   : الثالث السؤال
2 224 kh t+ حيث ف المسافة بالأمتار , ن الزمن  =

 .م / ث 1ثانية تساوي  2بالثواني , جد قيمة أ الموجبة علما بأن سرعته بعد 

1معطى               (2)u= م / ث 

2 224 kh t+  )بأخذ الجذر التربيعي للطرفين ( =

2 t24 k h     )بالاشتقاق بالنسبة ل ن ( +=

2

2kh
t

224 kh
=

+
tوبمعلومية ان   u= 

2

2k h
u

224 k h
=

+
1ومن المعطى   (2)u=  2فأن 4h h

2 1 1h 24 h4
224 h4 24 h4

=  =  =+
+ +

  

2بتربيع الطرفين فأن  4 24 4h h= + 
20 24 h4 h4= − 20 4بالقسمة على  − 6 h h= − −  

( )( )0 2 h 3 h= + −    2 ومنها h 3 h− =  قيمة موجبة   Hلأن  فوضمر "=

 الحل 
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)اذا كانت  :  الرابع السؤال )L k2 t+ ، هي معادلة الحركة لجسيم يتحرك على خط مستقيم ، حيث أ ، م عددان  =

t4ثابتان ، أثبت أن  j−  عدديا =

) فينتج المعادلة نشتق               ) ( )L k2 h2 2 L k2 h t u+ =  + =  ينتج أخرى مرة بالاشتقاق ، =

( )t4 L k2 h4 u j− = + − = =        

2( يمس منحنى العلاقة : 0، 2-اذا كان المستقيم المار بالنقطة ) : الخامس السؤال 24 w s4= ، جد نقطة / نقط  +
 التماس

 ماس ) المشتقة (يمس معناه أن ميل المستقيم = ميل الم            
)لإيجاد ميل المستقيم يجب فرض نقطة تماس  -1 )1 1w s  مع النقطة( )0 2− 

1ميل المستقيم  2

1 2

w w0 w
2 s s s

−−
=

+ −
  

 لإيجاد ميل المماس ) اشتقاق (  -2

  2 21 4 w s4 =  نشتق ضمني +
s4 s8

w 0 w w2 s8
w w2
− −
= =  = + 

 ميل المماس = ميل المستقيم 
2 2 s4 w

s8 s4 w
w 2 s
−

− − =  =
 ينتج أن  1من معادلة المنحنى  +

2 21
s s8 4 s8 s4 s4 4

2
−
=  − =  − − = − 

2 2 2 21
w 3 w 4 1 w 4 ( )4 w3

2
−

 =  =  = +  = +  

) هي التماس نقاط ) ( )1 1
3 3

2 2
− −

. 

sاذا كان  : السادس السؤال w s wi i i i− −+ = [w، فجد  +
s]

 (1، 1-)عند النقطة   

           
w s

s w s w
s w s w

i i 1 1
i i i i

i i i i
+

= +  + = +

 
s w s wi i 1 i i− =  =

  
s w(11 ) i w i−− − =

   

1 w i wi−=  − = 

 

 الحل 

 الحل 

 الحل 

)معطى    )L k2 t+ = 
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 السؤال السادس آخر حل
s w s w1 i w i 1 i w i− −− + − =  + 

 
s w s wi i w i i w− −− − = +

 
s s w wi i i w i w− −− − = +

 

s s

w w

i i
w

i i

−

−

− −
=

+

 ( )s s w wi i i i w− −− − = +

 فينتج المشتقة في( 1 ،1-) عن نعوض 
1 1

1 1

( i i) i i
w w w

i i i i

− −

− −

+ − − −
 =  =

+ +
 

)اذا كانت   :السابع السؤال ) 2

i0 w s ws s  اوجد ,
w]
s]

 , هـ ( 1عند النقطة  )

               2

i iw s s+ ) بالاشتقاق( 

                    
w 1

s2
w s

+ =  

 أن :  ينتج المشتقة في(  هـ ، 1) النقطة عن بالتعويض             
                w

1 2
i
+ = 

                w
1

i
=                 i w=    

 
 

 

 

 

 الحل 
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 اثرائية اسئلة: لثثاال القسم

 
 
 

 الجواب  أجب عن الأسئلة الاتية #

1  

( )3 2 531 w s w s+ = فأوجد     +
w]
s] (1،1عند النقطة) 

78
77
−

2 
        2= س ص +  2، ص 8+  2ص ــ ص 5إذا كانت ع = 

جد  
u]
s] 1،   ص = 1عند  س= ــ 

1 

3 
س ــ ص  2+  2) س ــ ص( جد معادلة المماس المرسوم لمنحنى العلاقة

= صفر                                                        1عند نقطة / نقاط تقاطع منحناها مع المستقيم ص ــ س +  6= 
4=3-ص 

 (4-)س 3

4 
 

2إذا كانت

2

5
w

1 s
=

+
3w5أثبت أن،   ws   = صفر +

5 

 

 

25إذا كانت w4 w g− + =  ،6 ws w= [gجد +
s]=2عند ص 

16
3
−

6 
 ع الذي معادلته أوجد معادلة المماس و العمودي على المماس لمنحنى القط

 ( 1، ــ  2عند النقطة )  5=  2ص 3ــ  2س2

 

5 4
s w

3 3
5 3

s w
2 4

−
+ =

− =

 الاشتقاق الضمني
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  تفوق :اسئلة رابعال القسم

7  

)إذا كان  ) ( )=
l kw s

f h
، حيث أ ، ب أعداد حقيقة لا تساوي صفر ، م ، ن أعداد  

 صحيحة موجبة غير متساوية ، 

)أثبت  ) = w]
s]

w k
s l

  

 

8 
إذا كان   

3 610 s w=   فأثبت أن
2

w3
w

s4
=    

اذا كان  9
2 2
3 31 w s= فان  +

w]
s]

=  

) (أ )
1
3 w

s
)ب(     )

1
3 w

s
)ج(     − )

1
3 w 2

s 3

−

) د(       )
1
3 w 2

s 3

−

−
 

 ب           

س ــ ص  2+  2) س ــ ص( جد معادلة المماس المرسوم لمنحنى العلاقة 10

= صفر                                                        1عند نقطة / نقاط تقاطع منحناها مع المستقيم ص ــ س +  6= 
4=3-ص 

 (4-)س 3

مكتبة الملتقى التربوي
مكتبة الملتقى التربوي
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 الجواب  أجب عن الأسئلة الاتية #

1  

اذا كان 
s i ws w= s , بين ان  − 2 w

s 1 w
−

=
−

 

 

  

 

2 

 

جد معادلة المماس المرسوم لمنحنى العلاقة 
220 w ws= عند النقطة +

( )1  
( )1 s w

2
 −

− = −  

 

3 
تتحرك نقطة مادية في خط مستقيم  بحيث ان العلاقة بين السرعة )ع( والمسافة )ف( 

في اللحظة )ن( هي 
2T6 T2 u−  م/ث8، جد تسارع النقطة عندما ع= =

+80،-80 

 

4 

 

 

)اذا كان ) 3ق 2 33 s5 w+ وايضا  1عندما س= 1، وكانت ص=  =

( 5ق( )،جد    =1 )|11
w]
s]  

                        

1
8

  

 

 

5 

 

اذا كان 
2 w s

h
s w

=  ، اثبت أن  +

1) w]
s]

w
s
=  

جد  (2
2

2
w ]

s]
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ىأ. آلاء الجزار      أ. آلاء البرعبلال أبو غلوة    . أ.سليم السيقلي    أ                            اعداد 65 

 

 

 
 
 
 
 رمز الإجابة الصحيحة : : ضع دائرة حولالسؤال الأول 

اذا كان متوسط تغير الاقتران ق)س( في الفترة  (1 3 ، وكان متوسط تغير نفس الاقتران في الفترة 4يساوي  1

 7 ، فما متوسط تغير الاقتران ق)س( في الفترة  5-يساوي  3 7  ؟ 1

               

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 r 3 r
1 8 1 r 3 r 4

2
3 r 7 r

2 20 3 r 7 r 5
4

−
= −  =

−
− = −  − =

  

 

)بجمع المعادلتين يتتج    ) ( )12 1 r 7 r− = −  

متوسط التغير في ∴    7  =( ) ( )1 r 7 r12
2

6 1 7
−−

− = =
−

   

)اذا كان  (2 ) ( )2 s r s ;s+ يعطى بالقاعدة   ـ+ ه1الى  1، وكان التغير في ق)س( عندما تتغير س من  =

( )21 i 1− )، فما قيمة  1( = 1، ق) + )1  ؟;

                     ( )2i s 1 i 1 w= − + = 

( )2 1 r=   ،( ) ( )2 s r s ;s+ =   

) 1بوضع س=   ) ( ) ( )3 1 ; 2 1 r 1 ;=  + =  

     ( ) ( )2 s r s ;s+ = 

)بالاشتقاق :  ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

s ; s r
s ; s r s ;s s ;

s
−

=  = +  

 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 الفرع

رمز 

 الاجابة
 د ب ب أ جـ د د جـ د جـ أ د ب د

 الحل 

 الحل 

 ة ـــــــارين عامــــتم

 

د
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ىأ. آلاء الجزار      أ. آلاء البرعبلال أبو غلوة    . أ.سليم السيقلي    أ                            اعداد 66 

 

) 1عندما س = ) ( )
( )

1 ; 1 r
1 3 2 1 ;

1
−

− = − = =  

مع الاتجاه الموجب لمحور  135( يصنع زاوية مقدارها  1-،  2اذا كان المماس المرسوم لمنحنى ق)س( عند النقطة ) (3
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s
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16
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)اذا كان  (6 )32 s r1 s2+ = )، وكان ق قابلا للاشتقاق ، فما قيمة  + )3 r؟ 

       ( ) ( )2 32
s3 r 2 s r1 s2 1 s2

21 s2
=  + =+ +

+
    

)لكي نحصل على  4س = نفرض      )3 r    

     ( ) ( )2 1
144 16 9 3 r 4 3 3 r

3
=  =   =  

 

اذا كان  (7
2 23 w ws s= + ، فما قيمة −

w ]
s]

 ( ؟ 1-،  1عند النقطة ) 

قاق  ت ش بالا 2 2w] w]
0 w2 s w s2 3 w ws s

s] s]
 = + + − ⎯⎯⎯⎯ = + −
 

( )
s2 w w] w]

0 s w2 w s2
s w2 s] s]

−
=  = − − −
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2 1 w]

1
1 2 s]
− −

= = 
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اذا كان  (8

25 s 2 s

5 s s10

 + 


= 
)، فما قيمة   )5 r ؟ 

)، وبالتالي   5ق)س( غير متصل عند س=           )5 r غير موجودة 

)يتحرك جسيم على خط مستقيم وفق العلاقة :  (9 ) ( )k k u k t= ن: الزمن بالثواني ،  بالأمتار، ف : المسافة ،

 ثانية ؟ 2م/ث ، فما قيمة التسارع عندما ن =  3( = 2ع)ن( السرعة  ، وكانت ع)

       ( ) ( )k k u k t=
( ) ( )

( )( )
( )

( )
( قاق ( ت ش بالا

2

k uk k t k
s j k u

k tk t

−
= ⎯⎯⎯⎯ =  
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2

2 t 2 2 u 2 t
3
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1
s r

s 1
=

+
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s 1
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)اذا كانت  (11 ) ( )
2
3 27 s s r+ )، فما قيمة = )1 r ؟ 
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1
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)اذا كان  (13 ) ( )15 3 i r=  وكان ،( ) ( )25 3 i 9 s s r= −  (؟3، فما قيمة ه)  =

 أي الاقترانات الاتية يكون قابلا للاشتقاق على مجاله ؟

         
( ) ( )15 3 i r= 
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)يقف أحمد ونزار على سطح بناية ، أفلت أحمد كرة من السكون وفق العلاقة  : السؤال الثامن   )2
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  أحمد بالأرض بعد ثانية واحدة من ارتطام كرة نزار ، ما سرعة ارتطام كرة نزار بالأرض 

 ) ف الإزاحة بالأمتار ، ن الزمن بالثواني (                     
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   2 20 k 0 k15 k5 k15 k5=  =  + =   

 5+ن10+2ن5(= 1+ن2+2ن)5= 2(1+ن)5المسافة التي قطعها أحمد بدلالة الزمن = 

 2ن5+ن15المسافة التي قطعها نزار بدلالة الزمن = 

 ث 1= ن ← 5=ن5 ←2ن5+ن15=5ن+01+2ن5
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)يتحرك جسم على خط مستقيم وفق العلاقة  : السؤال الحادي عشر  )k2 k2i i 2 t− − ، بين أن تسارع الجسم في  =

 ) ف الإزاحة بالأمتار ، ن الزمن بالثواني ( ف4أي لحظة يساوي 

                       
( ) ( )k2 k2 k2 k2i2 i2 2 t u i i 2 t− −+ = =  − = 

        ( )k2 k2i i 4 u− + =  

    
( )k2 k2i2 i2 4 u j− − = =  

      
( )k2 k2t4 i i 2 4 j− = −  =   

)اذا كان  : السؤال الثاني عشر )3 3s s s r جد ،( ) r
4

 ؟

              

( )

( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

3 3

2 2

2 2

2

2

s s s r

s s s s 3 s s 3 s s 3 s r

s s s s 3 s s s s 3 s r

s s s s 3 s s s s 3

s s s s s s 3

+ = + = 

− + + − = 

− + + − =

 + + − =
 

 

       
( ) ( ) ( )

2

3 r
4 4 4 4 4 4 4

 + + − = 
  

 

         

2

0

1 1 1 1 1 1
0 3

2 2 2 2 2 2
=

    
= + +  − =    

    
 

)جد مجموعة قيم س التي يكون عندها  :السؤال الثالث عشر )0 s r=  :في كل مما يأتي 

):  فرع أ ) ( ) ( )4 3s2 3 2 s s r+  − = 

              ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 32 32 s 3 s2 3 2 s2 3 4 2 s s r−  + +  +  − = 

   ( ) ( ) ( ) ( )4 32 32 s s2 3 3 s2 3 2 s 8− + + + − = 

    ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 32 30 2 s s2 3 3 s2 3 2 s 8 0 s r= − + + + −  = 

   
( ) ( )  ( ) ( )3 20 s2 3 3 2 s 8 s2 3 2 s= + + − + − 
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     ( ) ( )3 20 s6 9 16 s8 s2 3 2 s= + + − + − 

   ( ) ( ) ( )3 20 7 s14 s2 3 2 s= − + − 

)ما ا       )2 s 0 2 s=  = −  

أو          3 0
3

s 0 s2 3
2
−
=  = + 

أو      
1

s 0 7 s14
2
=  = − 

):   فرع ب ) ( )0 s s 1 s s r
2
  + =
 

 

            
( ) ( )2 2s s s s s 1 s s s r+ + − =  + +  = 

   ( )2 20 s s s 0 s r= + −  =                                         
2 2s 1 s− =  

    
2 2 20 s s 2 0 s s s= +  = +  

     
( )( )0 1 s 1 s 2= + ومنها  :  −

1
s s 0 1 s

3 2
=  =  = − 

أو        
2
 
 

s 1 s 0 1 s=  − =  = +   

جد  :السؤال الرابع عشر
w]
s]

 لكل من الاقترانات الاتية : 

):  فرع أ )
s6 i s

s r w
s

= = 

             

( )
( )

s6 s6 s6

2

s i s i s6 i s
s r

s

− +
= 

       

s6 s6 s6 s6

2 2

s s s s6 s i s i s s i s6 s i

s s

− +  − +  = = 

 . ممكن حل السؤال بأخذ لوغاريتم للطرفين :حل آخر 
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):  فرع ب )i
s s

s r w
s

= = 

( )
( )

i ii i

2 2

s s s s 1 ss s s s s s
s r

s s

− − ++ +
= =  

 

)يتحرك جسم في خط مستقيم حسب العلاقة  : الخامس عشر لسؤالا )(k2 k2 )h k t+ حيث ف تمثل بعد  =

 أمتار من النقطة )و(  3الجسم عن النقطة الثابتة )و( ، ن الزمن بالثواني ،  ما تسارع الجسم عندما يكون على بعد 

(k2 k2 ) h t

(k2 k2 ) h u

(k2 k2 ) h2 u

+ =

+ = 

+ = 

                 

      

(k2 k2 ) h2 J

(k2 k2 ) h4 J
t4 j

= 

− = 
− = 

                  

  
2 e

l12 j 3 4 j t4 j− =   − =  − =                  

)جد النقطة / النقاط التي يكون عندها المماس لمنحنى : عشر السادسالسؤال  )
1

0 s s s r
s

 + = 

،  2( ، ) 2، 1، موازيا للقاطع الواصل بين النقطتين )
5
2

 ). 
 

             
( ) ( )2

1 1
1 s r s s r

ss
− =  + = 

=  القاطع ميل=  المماس ميل ←المماس يوازي القاطع    
521 2

2 1 2

−
=

−
  

 ((1، ق)س1ميل المماس = المشتقة الأولى لمنحنى ق)س( عند النقطة )س   

   
( )2 2 1

1 1

1 1 1 1 1
1 s r

2 2 2s s
=  = −  =   2ومنها

11s 2 s2  =  = 

)النقط هي      )( ) ( )( )r r2 2 2 2− −  
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 الثانيةالوحدة  2

 تطبيقات التفاضل
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 الملخص : الأول القسم

 كان ق)س( يحقق الشروط الآتية: إذا    :نظرية رول

 
متصلا في الفترة   (1 f H  

قابلا للاشتقاق في الفترة  (2 f H 

3) (f)R (H)R=  

 

فإنه يوجد عدد حقيقي واحد على الأقل       f H 0بحيث أن ] ([) R=  

 تتعلق نظرية رول بايجاد المماسات الافقية او اصفار )جذور ( المشتقة الاولى      

 

 

 

 ذا كان ق)س( يحقق الشروط الآتية:إ   :نظرية القيمة المتوسطة

 
متصلا في الفترة  (1 f H  

 

قابلا للاشتقاق في الفترة  (2 f H 

 

فإنه يوجد عدد حقيقي واحد على الأقل       f H بحيث أن ]
(H)R (f)R

([) R
h f
−

=
−

 

            

 تتعلق نظرية القيمة المتوسطة بايجاد المماسات العادية.                    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 نظريتا رول و القيمة المتوسطة الدرس الأول

 

  والأدب العلم جمال الجمال إن ,,, تزيننا بأثواب الجمال ليس



 الفصل الاول - سلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمى

 اعداد 83 . سليم السيقلي        أ. بلال أبو غلوة         أ. آلاء الجزار         أ. آلاء البرعيأ               

 الكتاب تمارين حلول : الثاني القسم

التي  ]بين أياً من الاقترانات الآتية يحقق شروط نظرية رول في الفترة المعطاة , ثم جد قيمة أو قيم   السؤال الأول :

 -تحددها النظرية في كل حالة ) ان وجدت ( :

2: فرع أ (s)Rs s4  ∋, س   −=  

 

نبحث عن اتصال ق )س( في الفترة    (1  

 :R(s)نبحث عن مجال                   

              ( ) 20 s 4 s 0 s s4 −   −.         
R 4(s)مجال      s 0       (s)R متصل في الفترة   

2

s2 4
(s) R

2s s4

−
=

−
4، مجاله  s 0  

(s)R قابل للاشتقاق في الفترة  
0 0 0 4 (0)R= −  = 

20 4 4 4 (4)R= −  =    
  (4)R (0)R=   
∴(s)r  يحقق شروط نظرية رول 
∴ E   0بحيث أن  ] ([) R=  
 

 (نجد قيم /قيمة جـ التي تعينها النظرية:2

2

[2 4
0 0 ([) R

2[ [4

−
=  =

 بالضرب التبادلي  −

2 [ 4 [2 0 [2 4=  − = −  = −      ,   2 

 

  

: فرع ب  
23 s2 (s)Rs− − =  ,   s 

 

نبحث عن اتصال ق )س( في الفترة     (1  

       (s)R    متصل على      (لأنه كثير حدود) 
       (s)R   على الفترة  للاشتقاققابل  (لأنه كثير حدود) 

       
0 3 2 1 (1 )R
0 3 6 9 (3)R

= − + = −
= − − =

     (3)R (1 )R= −       (s)R  يحقق شروط نظرية رول 
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  [   0بحيث أن ([) R=  
 التي تعينها النظرية:( نجد قيمة / قيم جـ 2

1 [ 2 [2 0 2 [2 0 0 ([) R=  =  = −  = =      ،  [ 
 

 

: فرع جـ
i

1
( s) (s)R
s

+ =   ,
1

s
2

 
 

 

نبحث عن اتصال ق )س( في الفترة     (1 
 

1
2

 

+
   +

21 s 1
0 0 s

s s
1) بضرب الطرفين ب س ، وهذا يصح لأن  

s
2

 
 

) 
20 1 s +     

(s)R متصلP s  ،∵ 1
P

2
 
 

(s)R 1في الفترة متصل
2

 
 

 

1في الفترة R(s)نبحث عن قابلية اشتقاق 
2

 
 

 
2

2

i i i i

1 s 1
(s) (1 s) ( ) ( s) (s)R

s s
+

− + = = + = 

⟸2
1 s2

(s) R
s 1 s

− =
+

  

⟸(s)R  للاشتقاققابل  0 P s−    ،∵  
1

0 P
2

 −
 

 

(s)R 1في الفترة  قابل للاشتقاق
2

 
 

 

i i

i i

1 1 1
(2 ) (2 ) ( )R

2 2 2
1 1

(2 ) ( 2) (2)R
2 2

= + =

= + =
          1

(2)R ( )R
2

=     (s)R  يحقق شروط نظرية رول 

1
[

2
   
 

0بحيث أن  ([) R=  

 (نبحث عن قيمة /قيم جـ التي تعينها النظرية:2
2 2

2 2
2 2

(1 [) [2 1 [2
0 1 [ [2 0 0 0 ([) R

[(1 [)[ 1 [

+ −
= − −  =  = −  =

+ +
 

2 21
2 1 [ 1 [ 1 [ 0 1 [

2
  =   =  =  = −
 

  ,1 [−  مرفوض  =

 

 

s : فرع د 2 s2 (s)R+ =   ,  s 

++++++++++         
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 اعداد 85 . سليم السيقلي        أ. بلال أبو غلوة         أ. آلاء الجزار         أ. آلاء البرعيأ               

              1 )(s)R    متصل على  )حاصل جمع اقترانين متصلين( 
          (s)R  قابل للاشتقاق على الفترة  )حاصل جمع اقترانين قابلين للاشتقاق( 

   2 0 (0)R

0 2 2 ( )R  

+ =

= + =
      ( )R (0)R =   (s)R   يحقق شروط نظرية رول 

  [    0بحيث أن ([) R=  
 (نبحث عن قيم /قيمة س التي عينها النظرية:2

 0 s s 2 s2 2 (s) R +  -ملاحظة:                                            =
∵20 [ 2 (1 [ 2)2 0 [ 2 [2 2 0 ([) R= + −  = +  =، 

2 20 2 [ 2 [ 4 0 [ 2 2 [ 4= − +  = + −   (2)بالقسمة على 
⟸20 (1 [ 2)(1 [ ) 0 1 [ [= − +  = − + 
]إما  1 [ 0 (1 [ ) =  − =  = لأن  مرفوض + 0  

1أو 
[ [ 1 [ 0 (1 [ )

3 2


=  =  =  = −   ، 0
3


  
 

 

من الاقترانات الآتية يحقق شروط نظرية القيمة المتوسطة  في الفترة المعطاة , ثم جد قيمة أو قيم   بين أيا السؤال الثاني :

 -التي تحددها النظرية في كل حالة ) ان وجدت ( : جـ

:  فرع أ 
31 s s (s)R− − =  , 21 s−   

              (s)R  متصل على 21− ( لأنه كثير حدود   )     
           (s)R  قابل للاشتقاق على 21−  (لأنه كثير حدود) 

 ⟸(s)Rالمتوسطة يحقق شروط نظرية القيمة 
 21 [−    بحيث أن

( )

(1 )R (2)R
([) R

1 2
− −

=
− −

  

 لإيجاد قيم/ قيمة جـ:
  22 1 s 1 s3 (s) R− − =   

  ⟸
( ) ( )( ) ( )

( )

3 31 1 1 1 2 2
([) R

1 2

− − − − − − −
=

− −
  

 ( ) 21 56
2 1 [3

3 1 2
− −

= = = − 
+

  
2 2 21 [ 3 [3 2 1 [3=  =  = − ⟸  إما 2 1 1 [− أو  = 2 1− 1 [−  مرفوض=

 
 

   فرع ب 
4

21 s (s)r
2 s

− =
+
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في الفترة  R(s)نبحث عن اتصال               21− 
(s)R  متصل ماعدا عند أصفار المقام 
⟸(s)R متصل 2 P s− −    ولأن   2 P 21− −  − 
⟸(s)R متصل في الفترة 21− 

في الفترةR(s)نبحث عن قابلية اشتقاق  21− 

  
( )

2 2

1 4 0 2 s4
(s) R

(2 s) (2 s)
 −  +−

= =
+ +

 

⟸(s)R  قابل للاشتقاق 2 P s− −  ولأن ،   2 P 21− −  − 
(s) R  في الفترةقابل للاشتقاق 21− 

⟸(s)R    تحقق نظرية القيمة المتوسطةE 
 21 [−    بحيث أن

( )

(1 )R (2)R
([) R

1 2
− −

=
− −

  

 نبحث عن قيم / قيمة جـ:

( ) ( )
( )

4 4
2 1 2 2 ([) R

1 2

−
+ − +

=
− −

 

2
4 1 4

1
3 (2 [)
− −

− = = 
+

 
24 (2 [)= +  )بأخذ الجذر التربيعي للطرفين( 

إما ⟸ 2 1 0 [ 2 2 [− =  = + 
أو  2 1− 4 [ 2 2 [− =  − =  مرفوض+

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

s2 فرع جـ : (s)Rs+ =   ,  s  
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في الفترة R(s)نبحث عن اتصال                
(s)R  0متصل s   
في الفترة متصل   R(s)أي أن  0  ولأن ،   0  
⟸ (s)R متصل في الفترة  

نبحث عن قابلية الاشتقاق في الفترة   
1

2 (s) R
2s

+ =   

⟸ (s)R قابل للاشتقاق في الفترة  ولأن ،   0  
⟸(s)Rقابل للاشتقاق في الفترة  

 ⟸(s)R  تحقق نظرية القيمة المتوسطة 

  [   (4)بحيث أنR (9)R
([) R

4 9
−

=
−

   
(4 2 ) (9 2 )4 9

([) R
4 9

 + −  +
=

−
  

(8 2) (18 3)11 1
2

5 5 2[

+ − +
= = +  

5 1 1
5 2[ [

2 5 2[
=  =  = )بتربيع الطرفين(  

  25
9 4 [

4
=   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

. 

 السؤال الثالث :
2

3

2 s s sH
(s)R

3 s 12 sf s

 
=

  + −
, يحقق شروط نظرية القيمة المتوسطة في الفترة  

 0  التي تحددها النظرية . ], جد قيم الثابتين أ , ب , ثم جد قيمة / قيم 

 الحل 
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 اعداد 88 . سليم السيقلي        أ. بلال أبو غلوة         أ. آلاء الجزار         أ. آلاء البرعيأ               

 

              (s)R   يحقق شروط نظرية القيمة المتوسطة 
∴ (s)R متصل في الفترة 3 0  
∴(s)R =2متصل عند س 

2 s 2 s

(s)R (s)R
− +

 

=   

4 h4 12 f2 8+ = + −  
⟸f2 h4 16 f2 h4 4 20+ =  + =  (2)بالقسمة على  −

 1 8 f h2 = +                          

(s)R      2قابل للاشتقاق

2 s 0 2 sh2
(s) R

3 s 2 f s3

  + 
= 

  − 
 

2

(2) R (2) R

2 (2) h2 f (2)3

− +=

+  = −

 

2 h4 f 12

2 10 f h4

+ = −

 = +
     

  2من المعادلة  1بطرح المعادلة 
⟸1 h 2 h2=   1بالتعويض في المعادلة       =

6 f 8 f 1 2=  = +   
 قيمة جـ:لإيجاد 

2

2 3

2 s 0 2 s2 2 s 0 s2 s
(s) R (s)R

3 s 2 6 s3 3 s 2 12 s6 s

  +   + 
=  = 

  −   + − 
 

2عندما  [ 0  (0)R (3)R5 0 21
[ 5 [2 7 2 [2 ([) R

2 3 3
−−

=  =  = = +  =  
 مرفوض
3عندما  [ 2  7 ([) R= 2 2 213

[ 13 [3 7 6 [3
3

=  =  = −   

13إما ⟸
[

3
−  مرفوض =

أو   13
3 0 [

3
= 

اذا كان  السؤال الرابع :  ( ) =
1

f H s s R
s

   ,0 s  فأثبت باستخدام نظرية القيمة المتوسطة وجود عدد ,

حقيقي واحد على الأقل   f h 2f=بحيث  ] h [ . 

 
 الحل 
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 اعداد 89 . سليم السيقلي        أ. بلال أبو غلوة         أ. آلاء الجزار         أ. آلاء البرعيأ               

                (s)R   متصل في الفترة f H  لأن ( ،(s)R  متصل 0 s 0 P s −   

2
1

(s) R
s
−

   للاشتقاققابل  = f H s 
⟸(s)R المتوسطةيحقق شروط نظرية القيمة 

 f h [   بحيث أن(h)R (f)R
([) R

H f
−

=
−

  

2 2

f h 1 1
fh H f1 1

h f h f[ [

−
−

− −
=  = 

− −
 

2

f H 1
(H f)fh [

− −
= 

−
 
2

2
1 1

f h [
fh [
− −

 =  =  

 
)بين أن لمنحنى الاقتران  السؤال الخامس :  )=s 4 s R  مماسا أفقيا واحدا على الأقل في الفترة

  0 s . ثم جد نقط التماس , 

)( نريد أن نبين أن1              )s R يحقق نظرية رول في الفترة 0 
           ( )s R  في الفترةاقتران متصل 0     

          ( )s R  في الفترة اقتران قابل للاشتقاق 0     
0 0 (0)R= = ،0 2 ( )R = =( )R (0)R =  

(s)R   نظرية رول  شروطيحقق 
 0 [    0بحيث أن ([) R=  

يوجد للمنحنى مماساً أفقياً على الأقل في الفترة   0 
)لإيجاد نقطة التماس وهي ( 2 )([)R [  

s2 8 (s) R= 
0 [2 0 [2 8 0 ([) R=  =  = 

إما  ⟸ 0 [ [2
4 2
  =     أو     =  3 3

0 [ [2
4 2

  =  = 
3نقاط التماس هي :   

(4 ) (4 )
4 4

 
− 

)اذا كان  السؤال السادس : ) ( )   ( )( ) ( ) s i s R f H s s i R s u=   اقترانين متصلين في

 f H  وقابلين للاشتقاق f h  وكان ,( ) ( )h f i f h i= , أثبت وجود عدد واحد على الأقل   = f h [  

)بحيث  )( ) ( ) ( )H f [ R f u H u− = −. 

 

             (s)R    متصل f h 

 الحل 

 الحل 
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 اعداد 90 . سليم السيقلي        أ. بلال أبو غلوة         أ. آلاء الجزار         أ. آلاء البرعيأ               

             (s)R  قابل للاشتقاق f h  

(s)R   يحقق شروط نظرية القيمة المتوسطة حيث يوجد f H [ 

(h)R (f)R
([) R

h f
−

= 
−

                  

((h)i)R (h)u=, لأن )وf (h)i=( 1 (f)R (h)u=  

((f)i)R (f)u= لأن , )وh (f)i= )2 (h)R (f)u=  

 ينتج أن : 2,  1من 

(f)u (h)u (f)R (h)R
([) R

h f h f
− −

= =
− −

 

(h f) ([) R (f)u (h)u− = −  

 

 

)اذا كان    السؤال السابع : )0 s s s s R
2
  =

 
, استخدم نظرية رول لإثبات أن القيمة التي تعنيها  

sالنظرية هي عندما  s= 

 

               (s)R 0في الفترةمتصل
2
 

 
 ، )لأنه حاصل ضرب اقترانين متصلين( 

            (s)R   0في الفترة  للاشتقاققابل
2
 

 
 ( للاشتقاققابلين  اقترانينلأنه حاصل ضرب ، )

0 (0)R

0 ( )R
2


=

=
    ( )R (0)R

2


=  

⟸(s)R يحقق شروط نظرية رول 

 0 [
2
   

 
0بحيث أن   ([) R=  

0 ([) R s s s (s) R= + − = 
[

[ [ [ [ [ [ 0 [ [ [
[

=  =  − = −  = + −   

sالقيمة التي تعينها النظرية هي عندما ⟸ s=  
  

 

 

 الحل 



 الفصل الاول - سلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمى

 اعداد 91 . سليم السيقلي        أ. بلال أبو غلوة         أ. آلاء الجزار         أ. آلاء البرعيأ               

   اثرائية :اسئلة الثالث القسم

 

 

 الجواب  القسم الأول : اختر الاجابة الصحيحة #

،       [  0قيمة جـ التي تحددها نظرية رول على الاقتران ق )س( = جاس + جتاس في الفترة ]  1

 هي : 

 د(     جـ(                           أ( صفر                  ب(         

 

 ج 

 س ــ أ يحقق شروط نظرية رول على الفترة3ــ  2إذا كان ق )س( = س 2

 ، أ [ فإن قيمة الثابت أ تساوي :  1] ــ  

  4د(                 3ج(                  2ب(              1أ(  

 د 

 [  4،  1س ــ س يحقق نظرية رول في ]  ؟   3إذا كان ق )س( =  3

 فإن قيمة جـ التي تحددها النظرية هي : 

 أ( 
3

2
 ب(                   

7

2
   ج(                 

9

4
  2د(                    

 ج

)قيمة جـ التى تحدهها نظرية رول على  4 )s s s R=  0في
2
 

 
 هي : 

أ( 
6


ب(                 
4


ج(                   
3


 د(صفر                    

 

 ب

 الجواب  القسم الثاني :  أجب عن الأسئلة الاتية #

1  

 إذا كان ق )س( = 

 

[ جد قيمتي الثابتين أ ، ب ثم جد قيمة /قيم جـ التي  2،  0يحقق شروط نظرية رول على ] 

 تحددها النظرية . 

  3أ = 
 
 2ب = 
  

  1جـ = 

2   

 إذا كان ق ) س( =   

 

 يحقق شروط نظرية رول ، أوجد الثوابت أ ، ب ، جـ   

 

  6أ= 

 3ب = 

  9جـ = ــ 

 

2 

 

6 

 

4 

 

3 

  1س >  Yــ أ س              ، صفر  3س

   Y 2س   Y 1،   س         4ــ  2ب س

 

  Y 3س  Y 1،      س [ + جـ   ]   

 

 ب Yس  Y 3،      ــ أ س        2س 

 يتا رول والقيمة المتوسطةر نظ
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 اعداد 92 . سليم السيقلي        أ. بلال أبو غلوة         أ. آلاء الجزار         أ. آلاء البرعيأ               

 يحقق شروط نظرية رول على    بين أن الاقتران ق)س( =                3

الفترة  
 1

22
 ، ثم جد قيمة / قيم جـ التي تعينها النظرية  

  1جـ = 

4 
إذا كان 

3

3

2 s 0 s2 sH
(s)r

3 s 2 12 sf s

  + 
=

  + + 
  

 [ ، فعين قيم 3،  0يحقق شروط نظرية القيمة المتوسطة على ] 

 الثابتين أ ، ب ثم جد قيمة / قيم جـ التي تعينها النظرية  

أ =  
1

4
  

  7-ب =  

13=  جـ 

3

5 
2إذا كان 

2 s 1 3 s2
(s)r

3 s 2 7 s s6

  − 
=

  − − 
 

 فابحث في تحقق شروط نظرية القيمة المتوسطة على ق )س( في الفترة   

 [ ثم جد قيمة جـ التي تعينها النظرية ) إن وجدت (  3،  1]  

9

4

6 
 

 إذا كان
21 s 0 s3 s

(s)r
2 s 1 f sH

  + −
=

  +  

 [ فجد قيمتي أ ، ب  2،  0يحقق شروط نظرية القيمة المتوسطة على ] 

  1أ = 

    1ب =  

7 
<اذا كان 

21 s 0 h s3 s
(s)r

2 s 1 4 s f

  + + − 
=

 +  يحقق شروط نظرية القيمة

المتوسطة على 
 20

 جد :  

قيم الثابتين  (1
f h

 ( قيمة جـ التي تعينها النظرية 2    

 

1 f h= =
 

3
4  

 1+ 6س
  3س
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 اعداد 93 . سليم السيقلي        أ. بلال أبو غلوة         أ. آلاء الجزار         أ. آلاء البرعيأ               

    تفوق :اسئلة رابعال القسم

 

 

 

 

 

 الجواب  القسم الأول : اختر الاجابة الصحيحة #

)اذا كان  1 3sق( f sh s+ معرف على =    حيثp f h   وكان( 0ق( 0= 

( 16ق( ،ابحث في تحقق شروط نظرية القيمة المتوسطة على الاقتران ق)س( في الفترة  =2

 . ثم جد قيمة التى تعينها النظرية 

2 [
3

=  

باستخدام نظرية رول بين انه لاي اقتران كثير حدود من الدرجة الثالثة فما فوق اذا قطع منحناه  2

محور السينات في ثلاث نقاط فان منحنى 
( ) sق

 يقطع محور السينات في نقطة واحدة على الاقل 

  

 

)اذا كان  3 ) ( sق( i s  اقترانين كثيرى حدود موجبتين متقاطعتين عند النقطتين( )1 1w s  

( )2 2w s اثبت انه يوجد على الاقل ، 2 1s s [  بحيث ان

( )
( )

( )

( )

( )

ق sق [
s i

[ i [ i
 =  

 

 

4 
اذا كان ق)س( كثير حدود معرف على    بحيث( ) ( <ق( > 0ق 1 ( اثبت ان   2ق(

 يوجد

  2 1[ [  بحيث( ) ( ق( 0<ق s s  

 

5 
اذا كان   ( 2sق( f s h s s + + وكانت معادلة المماس عند قيمة جـ التي =

8تعينها نظرية القيمة المتوسطة هي  s2 w− ]جد قيمة  = f h  ؟ 
3 14−  
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 اعداد       94 . سليم السيقلي        أ. بلال أبو غلوة         أ. آلاء الجزار            أ. آلاء البرعيأ                      

 

 

 

 

 الملخص : الأول القسم

 

 

 

 

 

)س( اقترانا متصلا في الفترة اذا كان ق  ❖ f h  وقابلا للاشتقاق في الفترة ، f h فان : 

 

منحنى الاقتران ق)س( يكون متزايدا في  .1 f h  اذا كانت( )0 s r ∀   س f h  . 

)أي أن : زاوية الميل حادة ، إشارة  )s r . موجبة ، ظل زاوية ميل المماس موجب 

 

منحنى الاقتران ق)س( يكون متناقصا  في  .2 f h  اذا كانت( )0 s r ∀  س  f h  . 

)أي أن : زاوية الميل منفرجة ، إشارة  )s r . سالبة ، ظل زاوية ميل المماس سالب 

 

منحنى الاقتران ق)س( يكون ثابتا   في  .3 f h  اذا كانت( )0 s r= ∀  س  f h  . 

 أي أن : زاوية الميل = صفر ،  المماس أفقي يوازي السينات ، ظل زاوية ميل المماس = صفر .
 

 
 

 
 
 
 
 
 

 الاقترانات المتزايدة و المتناقصة الدرس الثاني

 عندما أسمع قوله تعالى :
 )ولسوف يعطيك ربك فترضى(

 من جديد وارتب قائمة أحلامي وأمنياتي ةأشعر براح



 سلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمى

 اعداد       95 . سليم السيقلي        أ. بلال أبو غلوة         أ. آلاء الجزار            أ. آلاء البرعيأ                      

 الكتاب تمارين حلول : الثاني القسم

 -التالية :حدد فترات التزايد والتناقص لمنحنى الاقتران في الحالات  السؤال الأول :
3:   فرع أ 2s s3 (s)r− س   ، = 5 2−  

                  (s)rفي الفترة متصل  5  لأنه كثير حدود    −2
 في الفترة  للاشتقاقوقابل                5 2−   

2 s3 s6 (s) r− 0  نجعل  ، = (s) r= 
22 s 0 s 0 (s3 6)s 0 s3 s6= =  = −  = − 

(s)ومن إشارة     r : في الشكل المجاور 
متزايد في الفترة  r(s)منحنى يكون   2  الفترتينومتناقص في ، 0 5 2  ، 0 2−  
 

2s فرع ب : s (s)r+  ،  س  = 0  
              (s)r   في الفترةمتصل   0  " متصلين اقترانينلأنه حاصل جمع"  
              (s)r   في الفترة للاشتقاققابل  0   

s2 1 s s 2 1 (s) r+ = + 0  بجعل ، = (s) r= 
3 3

s s2 1 s2 0 s2 1
4 2
 

=  =  − =  = + 

(s)ومن إشارة     r : في الشكل المجاور 
الفترة في متزايد  r(s)منحنىيكون    0 3)ملاحظة الفترة لا تجزأ لان الاقتران متصل عند

s
4


= ) 
 

2 فرع جـ : (s)r1 s2 s =+  ح  ،  س  −
               

2 (s)r1 s2 s =+  ح  ،  س    −
(s)r ، متصل على مجاله (s)r  على ح  للاشتقاققابل 

2

2 s2
(s) r

21 s2 s

−
=

+ −
0 ، بجعل  (s) r= 

 1 s 0 2 s2=  = −  
(s)ومن إشارة     r : في الشكل المجاور 

متزايد في الفترة  r(s)يكون منحنى  1  ومتناقص في الفترة 1 −  

 الحل 

        الحل 

        الحل 
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 اعداد       96 . سليم السيقلي        أ. بلال أبو غلوة         أ. آلاء الجزار            أ. آلاء البرعيأ                      

2 فرع د :
s

(s) r
9 s

=
+

 ،  س   −9 9  

0  بجعل               s 0 (s) r=  = 
(s)ومن إشارة     r : في الشكل المجاور 

في الفترة متزايد  r(s)يكون منحنى  9 ومتناقص في الفترة  0 0 9− 

 
)اذا كان  :السؤال الثاني  ) ( )−  + − =i1 s 1 s s2 s r   فأثبت أن منحنى الاقتران ،( )s rمتزايد في ح+ . 

                
i

(1 s)+ 0ا متصل عندم 1 s 1أي عندما  + s−     ،2 س متصلp s  ، p 1−  

1س متصل عندما 2اذن                s−    
)بالتالي              ) ( )

i1 s s2 s r+ − 1 متصل = s−   ."لأنه "حاصل طرح اقترانين متصلين 
             1 s2 1 2 s2 1

2 (s) r
1 s 1 s 1 s
+ − +

= = − =
+ + +

  

( )s r 1  قابل للاشتقاق s−     ، 0بجعل (s) r= 
1 1 s2

s 1 s2 0 1 s2 0
2 1 s
− +
=  − =  = +  = 

+
  

(s)ومن إشارة     r :  في الشكل المجاور فان 

 (s)r متزايد على   1
2
−    ⎯⎯    (s)r  متزايد على p

+

 

ن جد فترات التزايد والتناقص للاقتراالسؤال الثالث :  ( )


=
  −

3

2

1 s s
s r

s 2 s
، في الفترة   0 

              
2 3

2

1 s 0 s3 1 s 0 s
(s) r (s)r

2 s 1 s2 2 s 1 2 s

    
=  = 

    − 
 

ق)س( غير متصل على الفترة                 0  = 1لأنه غير متصل عند س  
(1) r 1ل عند س = لأن لأنه غير متص غير موجودة 

0  بجعل    (s) r=  
 

21 0 0 s 0 s3 1 s 0

2 1 0 s 0 s2 2 s 1

=  =   

=  =   

ندما  ع
ندما   ع

        الحل 

        الحل 

        الحل 
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 اعداد       97 . سليم السيقلي        أ. بلال أبو غلوة         أ. آلاء الجزار            أ. آلاء البرعيأ                      

 

(s)ومن إشارة     r :  في الشكل المجاور 
 تينمتزايد في الفتر r(s)يكون   1  و 0 2 1                                

  

)اذا كان  السؤال الرابع : )s r ،( )s i كثيري حدود وكان( ) ( ) ( )+ + =2 2 2s s i s r s ، فحدد فترات  ;

)التزايد والتناقص لمنحنى الاقتران  )s )، علما بأن; ) ( ) ( ) ( )− = =s r s i s i s r . 

             
+  +  =

+ − +  =
s2 (s)i (s)i2 (s)r (s)r2 (s) ;

s2 (s)r (s)i2 (s)i (s)r2
  

              = +  −  =s2 s2 (s)i (s)r2 (s)i (s)r2  

0  بجعل  (s);=0 s 0 s2=  = ⎯⎯    ، 
متزايد في الفترة   ;(s)في الشكل المجاور  : ;(s)ومن إشارة  0   

متناقص في الفترة  ;(s)و                                          0 − 
 

)ذا كان ا:  الخامس السؤال )s r كثير حدود متزايد في مجاله ، وكان( ) ( )− =2s4 s r s د فترات التزايد ، فحد ;

)والتناقص لمنحنى الاقتران  )s ;. 

              (s);   كثيري حدود  اقترانينمتصل لأنه حاصل تركيب  اقتران  ،(s); قابل للاشتقاق 
2 2(s4 s)r (4 s2) (4 s2) (s4 s)r (s);−  − = −  −  -ملاحظة :           =

  

0بجعل      (s);=⎯⎯  20اما (s4 s) r= 0متزايد أي أن  r(s)مستحيل لأن  − (s) r 
2أو  s 4 s2 0 (4 s2)=  =  = − 

 :في الشكل المجاور   ;(s)ومن إشارة 
متزايد في الفترة  ;(s)يكون منحنى    2 
متناقص في الفترة و          2 − . 
 
 
 

        الحل 

        الحل 

( )( ) ( ) ( )( )s I r s I s I r =
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 اعداد       98 . سليم السيقلي        أ. بلال أبو غلوة         أ. آلاء الجزار            أ. آلاء البرعيأ                      

)اذا كان  السؤال السادس : ) ( )s i s r   كثيري حدود معروفين في الفترة 0 يث أن منحنى ق)س( متناقص ، بح

)في مجاله ، ويقع في الربع الرابع ، ومنحنى  )s i متزايد في مجاله ، ويقع في الربع الاول ، أثبت أن منحنى الاقتران

( ) ( )s i s r متناقص في الفترة  0 
              (s)r 0متناقص أي أن (s) r   ،  س∈  4 0  

              (s)r  0يقع في الربع الرابع أي أن (s)r   ،  س∈  4 0  
              (s)i  0متزايد أي أن (s)i   ،  س∈  4 0  

              (s)i  0يقع في الربع الأول أي أن (s)i   ،  س∈  4 0  
i(s)نفرض أن    (s)r (s);  ∋س  ،،  = 4 0 
            (s);  كثيري حدود ،    اقترانينمتصل لأنه حاصل ضرب  اقتران(s);   قابل للاشتقاق في الفترة 4 0 

(s) r (s)i (s)i (s)r (s); +  =

− = − − − = −  + + +  − =
    

0 (s);         س∈  4 0(s);    متناقص  س∈  4 0  
 

)اذا كان  :السؤال السابع  )0 s s s s r
2
   =
 

)ناقص لمنحنى الاقتران ، فجد مجالات التزايد والت  )s r   

s s (s) r− 0  ∍،  س  =
2
 
 

 

             s s (s) R− − 0  ∍،  س    =
2
 
 

) بجعل ،     )0 s r= 

1 s s s 0 s s− =  −  = − −   
3إما الربع الثاني     

4 s  مرفوض لا ينتمي للفترة   =
7أو الربع الرابع      

4 s  مرفوض لا ينتمي للفترة   =
(s)ومن إشارة  r :  في الشكل المجاور 

(s)يكون منحنى       r   متناقض  0  ∍س
2
 
 

        
 

 

 

 
 
 

        الحل 

        الحل 

(s) r ، اقتران متصل لأنه حاصل طرح اقترانين كثيري حدود(s) r   0قابل للاشتقاق في الفترة
2
 
 
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   اثرائية :اسئلة الثالث القسم

 

 

 الجواب  القسم الأول : اختر الاجابة الصحيحة #

)س( = )س إذا كان  ق  1
2

(1ــ
(2) س ــ  3

 على الفترة : ، فإن ق يكون متناقصاً  4

 ]  ضض،  2[   د( ]  2،  1[  ج( ]  1،  1[  ب( ] ــ 1، ــ  ضضأ( [ ــ 
 ب 

 [ ب ،جـ] الشكل المجاور يمثل اقترانات ،المنحنى الدى يكون متناقص على  2

    ق)س(         ب( هـ)س(          ج( م)س(              د( ع)س(  أ(

 

 

 

 

 أ

3 
الشكل المجاور يمثل منحنى ق)س( على 

 
  ، 

 ى يكون الاقتران متزايدا؟ مت

 أ(
 

 ب(    
 

 جـ(     
 

 د(    
 

 

 د

4 
اذا كان ق)س( متصلا على 

 f h
، وقابلا للاشتقاق على  

 f h
، وكانت جميع المماسات  

لمنحنى ق)س( في تصنع زاوية حادة مع الاتجاه الموجب لمحور السينات ، لإان العبارة الصحيحة 

 من الاتية هي : 

أ(ق)ٍس( متناقص في 
 f h

ب( ق)س( متزايد في                    
 f h

 

جـ( 
( )s R

متناقص في  
 f h

د(              
( )s R

متزايد  في  
 f h

                       

 ب

 الجواب  القسم الثاني :  أجب عن الأسئلة الاتية #

1 
 |                                 4ــ  2)س( = | سعين فترات التزايد والتناقص للاقتران ق 

 2] ــ  بلآ]  ضض،  2متزايد على ] 
 ،0  ، ] 

 [ 2،  0ومتناقص على ] 

  [ 2، ــ  ضض[ ــ  بلآ 

 الاقترانات المتزايدة والمتناقصه                            
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 اعداد       100 . سليم السيقلي        أ. بلال أبو غلوة         أ. آلاء الجزار            أ. آلاء البرعيأ                      

 

 

[ ويقع منحناه في الربع الأول  6،  2إذا كان الاقتران ق )س( كثير حدود معرفاً على ]  2

 ــ س ، بين أن الاقتران  8ـ)س( = ومتناقص على مجاله ، وكان الاقتران ه

 [  6،  2هـ () س( متناقص في ] × ك) س( = ) ق 

 

3 
)اذا كان ق ،هـ اقترانين كثيري الحدود متزايد على ح ، وكان  )> pق s 0 s   

)اثبت ان الاقتران  )( )( 2ق(
s i  

 

4 
)اذا كان  ) ( ق(

2
23 64 s s−  فترات التزايد والتناقص للاقتران ق)س(فجد  =

 ق متزايد في الفترتين

  8 08 −  

 ق متناقص في الفترتين 

  8 80− − 

)اذا كان  5 2ق(
s

s
s 1

=
+

معرفا على   −  جد مجالات التزايد والتناقص ،

 للاقتران ق .

 ق متزايد في الفترة

 −  

 

ق)س( ، هـ)س( كثيري حدود معرفان على  6   ويقع منحنى كل منهما في الربع

 ، 0≠الاول فاذا كان ق)س( متزايدا في مجاله ، هـ )س( متناقصا في مجاله ، هـ)س( 

)أثبت أن :  )
ق

s
i

متزايدا في    

 

7 
)اذا كان  ) ( 2ق( s 1 s s+ −  ق)س( أوجد مجالات تزايد والتناقص للاقتران =

 ق متزايد في الفترتين

   1
2 1− −  

 ق متناقص في الفترة 

 1
21 − 

8 
)اذا كان  ) ( 2ق(

i
s s s− جد قيم س الحرجة ومجالات تزايد وتناقص  =

 الاقترن .

ق متزايد  20 

ق متناقص 2  

 النقط الحرجة عند

1س=
2

   

 9 
)عين مجالات التزايد التناقص للاقتران  26ق( s 36 s s − =S 

ق متزايد في  6 

ق متناقص  6− − 

10 
)اذا كان  )

11
33 s 2 s w−  فأوجد فترات التزايد والتناقص للاقتران . =

ق متزايد  − 

ق متناقص  2 
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 اعداد       101 . سليم السيقلي        أ. بلال أبو غلوة         أ. آلاء الجزار            أ. آلاء البرعيأ                      

 

 اثرائية :اسئلة رابعال القسم

 

 

# 
 الجواب  اجب عن الاسئلة التالية :لأول : القسم ا

)ق)س( ، هـ)س( كثيري حدود متزايدين على ح وكان  1 p<ق( s0 s  جد مجالات التزايد

)والتناقص ان وجدت للاقتران  )( )( 2ق( 2 s i
 

 

متزايد  − 

متناقص 

  

 
 

الشكل المجاور يمثل منحنى هـ)س(على 2 2 

وكان 
( )

( sق( i
s

s 1
=

−
  

 متناقص على جد مجالات تزايد والتناقص لمنحنى ق)س(
 2 

3 
كثير حدود ومتزايد على اذا كان ق)س( اقتران  كان في الربع الثاني و يقع و

( ) ( sق( s i s=  )جد فترات التزايد والتناقص لمنحنى هـ)س ، 

متزايد على  

  
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 اعداد 102 أ. آلاء البرعي         أ. آلاء الجزار            وة     أ. بلال أبو غل  أ. سليم السيقلي                              

 

 

 

 

 

 

 

 الملخص : الأول القسم

 

 

 

 

 

 

 

 

 اختبار المشتقة الأولى لتعيين القيم القصوى :    

اقتران متصل على فترة مغلقة  r(s)اذا كان اذا كانت   f h  وكانت( )([)r  r(s)نقطة حرجة للاقتران   ]

المتصل عند    f h  فانه اذا كان : ) تأمل الرسومات الآتية ستلاحظ  ( ]

 

0  (أ (s) r  عندما [ s h  

      0 (s) r  عندما f s [                                                

 r(s)للاقتران تكون قيمة عظمي محلية   r(])فان          

 

0  (ب (s) r  عندما [ s h  

      0 (s) r  عندما f s [ 

 r(s)للاقتران تكون قيمة صغرى محلية   r(])فان        

 

 

 

 القيم القصوى / الدرس الثالث
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 اعداد 103 أ. آلاء البرعي         أ. آلاء الجزار            وة     أ. بلال أبو غل  أ. سليم السيقلي                              

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 نظرية القيم القصوى المطلقة :  

 

ان متصل على فترة مغلقة اقتر r(s)اذا كان             f h   فان(s)r يتخذ قيما قصوى مطلقة في f h  

 

 تكون  قيمة من الصور, أكبر  ثم نعوض بالاقتران  النقاط الحرجةس قيم  مجموعة نوجد أولا طريقة ايجادها :          

 .تكون قيمة صغرى مطلقة  قيمة من الصور طلقة بينما أصغرقيمة عظمي م                               
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 كل الامتنان للذين يزرعون فرحا في قلوب الاخرين  



 سلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمى

 اعداد 104 أ. آلاء البرعي         أ. آلاء الجزار            وة     أ. بلال أبو غل  أ. سليم السيقلي                              

 الكتاب تمارين حلول : الثاني القسم

 جد النقط الحرجة للإقترانات التالية : السؤال الأول :
2 فرع أ :  31 1

s s (s)r
3 3
+ −  ∍, س   = 3 

               (s)r  متصل في الفترة 3  لانه كثير حدود 
    22 s s2 s (s) r−  − 0 نجعل  ,= (s) r= 

20 (2 s)s 0 s2 s= −  = − 
 2 0 s−  =  

أو  2 2 s−  =  
l y (s) r  3عند s 2 s= − =  

1النقاط الحرجة هي   
( 0) ( (0) r 0)
3

=   ,  (1 2) ( (2) r 2 )− = 

           19
( 2 ) ( (2 ) r 2 )

3
−

− = − −  ,  (0 3) ( (3) r 3 )= 
 
 

 

 فرع ب :
2
3 s (s)r=  ,   س∊  8 

              (s)r  متصل في الفترة  8  
 

                  
1
3

13
3

2 2 2
0 8 8 s s (s) r

33s s3

−

− −  = = =  ,   

  لا يوجد قيم لـ                   8 8 s−   0 بحيث (s) r=  
                l y (s) r   0عند s s 8 s= = − =  

4)النقاط الحرجة هي                    8 ) ( (8 ) r 8 )− = − −   ,    (4 8) ( (8) r 8 )= 
           (0 0) ( (0) r 0)=  

 
 
 
 

        الحل 

        الحل 



 سلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمى

 اعداد 105 أ. آلاء البرعي         أ. آلاء الجزار            وة     أ. بلال أبو غل  أ. سليم السيقلي                              

 دت ( :جد القيم العظمى و الصغرى المحلية )ان وج 6-1في التمارين من  السؤال الثاني :
2:  فرع أ  3s24 s9 s (s)r+ − =   ,p s  

              (s)r     ح لانه كثير حدود متصل على 
              224 s18 s3 (s) r+ − 0 نجعل , = (s) r= 

2 20 8 s6 s 0 24 s18 s3= + −  = + −    
2 s 4 s 0 (2 s)(4 s)= =  = − −  

مجموعة قيم س التي يكون عندها نقط حرجة هي   26 
(s)اشارة من  r  : في الشكل المجاور 

2عند  s= 20يوجد قيمة عظمي محلية قيمتها (2)r= 
4عند  s= 16يوجد قيمة صغرى محلية قيمتها (4)r= 

 
2 فرع ب : (s)rs 4 =−   

r 20(s)يجب أن نجد مجال                  s 4 −   

هو  r(s)مجال               2 2−         

              (s)r     متصل على 2 2− 

              
2

s2
(s) r

2s 4

−
=

−
 ∍,   س     2 2− 

 نجعل
2

s2
0 0 (s) r

2s 4

−
=  =

−
   

0 s 0 s2=  = −    

(s) r  2غير موجودة عند s 2 s= − = 

موعة قيم س التي يكون عندها نقط حرجة هي مج 2 0 (s)اشارة من , − r  : في الشكل المجاور 

2عند  s− 0محلية قيمتها  صغرىيوجد قيمة = (2 )r=  )بداية تزايد (    −
0عند  s= 2محلية قيمتها  عظمييوجد قيمة (0)r= 
2عند  s= 0محلية قيمتها  صغرىيوجد قيمة (2)r=    ) بداية تناقص( 

        الحل 

        الحل 

 

 



 سلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمى

 اعداد 106 أ. آلاء البرعي         أ. آلاء الجزار            وة     أ. بلال أبو غل  أ. سليم السيقلي                              

s:  فرع جـ 2i(3 s) (s)r−  ح ∍, س   =

               (s)r حاصل ضرب اقترانين متصلين ( حمتصل على ( 

 2 s s s 2(3 s2 s) i i(s2) i(3 s) (s) r− + = + − 0 نجعل,     = (s) r= 

s0اما     i=) وهذا مستحيل (          

20 أو  3 s2 s= − +                                          

1 s 3 s 0 (1 s)(3 s)= − =  = − +   

موعة قيم س التي يكون عندها نقط حرجة هي مج 1 3− 

(s)اشارة من  r  : في الشكل المجاور 
3عند  s− 3قيمتها  عظمي محليةيوجد قيمة = i6 (3 )r− = −     
1عند  s= قيمتها  صغرى محليةيوجد قيمةi2 (1)r− =   

وهي قيم مطلقة حسب أتعلم                          
79

w ) اذن هذه هي الوحيدة( 
                      

− : فرع د
 =

−

31 s
1 s (s)r

1 s
    

               (s)r   متصل على  1 p−  
2 3

2 (1 s s)(1 s) 1 s
1 s s (s)r

1 s 1 s
+ + − −

+ + = = =
− −

 

1 s2 (s) r+ 0 نجعل,   = (s) r= 
1

s 1 s2 0 1 s2
2
−
=  − =  =  r(s)مجال  ∍ +

(s) r  1غير موجودة عند s= 
مجموعة قيم س التي يكون عندها نقط حرجة هي  1

2
− 

 من اشارة     في الشكل المجاور 
1عند 

s
2
−
)محلية قيمتها  صغرىيوجد قيمة  = )1

3 r
2
−

= 
 
 

        الحل 

 

        الحل 
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2 : ـفرع ه 2s s (s)r−  ∍, س   = 0  
            (s)r   في الفترة متصل  0  ) حاصل طرح اقترانين متصلين ( 

 0 s s s 4 s s s s (s) r  − = − =   
0 نجعل s s 4 0 (s) r= − s2تطابقة ) , تذكر الم   = s s 2=) 

0 s2 0 s2=  = − 
اما  0 s s2

2


  =  =  
 0 s 2 s2  =  =  

(s) r  غير موجودة عندs 0 s= موعة قيم س التي يكون عندها نقط حرجة هي مج= 0
2

 

(s)اشارة من  r  : في الشكل المجاور 
0عند  s= 1محلية قيمتها  عظمىيوجد قيمة (0)r=    ) بداية تناقص( 
sعند 

2
1محلية قيمتها  صغرىيوجد قيمة = ( )r

2
− = 

1محلية قيمتها  صغرىيوجد قيمة =sعند  ( )r=    (نهاية تزايد ) 
 
 

 : فرع و
2 (2 s) i (s)r− − =  ,p s  

               (s)r   حمتصل على 
            2 (2 s)p s i(2 s)2 (s) r− − − − 0 نجعل ,   = (s) r= 

2 2(2 s) (2 s)0 i(2 s) 0 i(2 s)2− − − −= −  = − −    
2إما  s 0 (2 s)=  = −  
2أو  (2 s)0 i− −=  مرفوض 

مجموعة قيم س التي يكون عندها نقط حرجة هي  2 

(s)اشارة من  r الشكل المجاور :  في 
2عند  s= 1محلية قيمتها  عظمىيوجد قيمة (2)r=     

 
 

        الحل 

        الحل 
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 جد أكبر وأصغر قيمة ) ان وجدت ( لكل من الاقترانات الآتية ::  السؤال الثالث

 : فرع أ
3

2

2 s 0 s
(s)r

3 s 2 4 s

  
=

  + 
 ∍, س      3 0 

              (s)r   أقتراناً متصلًا في 3 0 
22 s 0 s3

(s) r
3 s 2 s2

  
=

  
0عل, بج   (s) r= 

2عند  s 0  20 فان s 0 s3=  لا تنتمي  = 20 

3عند  s 2  0فان s 0 s2=  لا تنتمي  = 3 

l y (2) r  ( (2)لان r (2) r− + 

l y (s) r  3عند s 0 s=  ) نقاط طرفية ( =

موعة قيم س التي يكون عندها نقط حرجة هي مج 3 2 0 

13ويكون  (3)r 8 (2)r 0 (0)r= = = 

0أصغر قيمة للاقتران هي  (0)r= ←  0 (0)r=  قيمة صغرى مطلقة 

13أكبر قيمة للاقتران هي (3)r=  ← 13 (3)r=  قيمة عظمى مطلقة    "باستخدام نظرية القيمة القصوى المطلقة" 

               

− : فرع ب =ssi i (s)r     س∊  3 0 
             (s)r  في الفترة  اقتراناً متصل 3 0 

si i (s) r−  ∍,   س   = 3 0 

0 بجعل  (s) r= 
s s1 s i i 0 i i=  =  = − ∊  3 0  

l y (3) r (0) r ) نقاط طرفية ( 

موعة قيم س التي يكون عندها نقط حرجة هي مج 3 10 

        الحل 

        الحل 
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3i3ويكون  i (3)r 0 (1)r 1 (0)r− = = = 

0أصغر قيمة للاقتران هي   (1)r=← 0 (1)r=  هي قيمة صغرى مطلقة 
3i3أكبر قيمة للاقتران هي i (3)r− =←  3i3 i (3)r−  هي قيمة عظمى مطلقة  =

 " يمة القصوى المطلقةباستخدام نظرية الق" 
 

3 : فرع جـ 1
s s (s)r

3
−  ∍س     = 3

2 2
  

             (s)r    في الفترة متصل 3
2 2
  ) حاصل طرح اقترانين متصلين ( 

2s s s (s) r=   س   ,∊  3
2 2
  

0 بجعل   (s) r= 
2 20 (s )s 0 s s s=  =      2 2s s 

3 20 s 0 s 0 s s=  = −  = −  
s =  ∊  3

2 2
  

2 s =  3
2 2
  

3
l y ( ) r ( ) r

2 2
  ) نقاط طرفية ( 

موعة قيم س التي يكون عندها نقط حرجة هي مج 3
2 2
  

3 2
0 ( )r ( )r 0 ( )r

2 3 2
 


−

= = = 

0أكبر قيمة للاقتران هي  ( )r
2


= ←0 ( )r
2


 هي قيمة عظمى مطلقة =

3أكبر قيمة للاقتران هي 
0 ( )r

2


= ←
3

0 ( )r
2


 هي قيمة عظمى مطلقة   =

2أصغر قيمة للاقتران هي 
( )r

3


−
= ← 2

( )r
3


−
 هي قيمة صغرى مطلقة  =

 " باستخدام نظرية القيمة القصوى المطلقة"  
 
 

        الحل 
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)اذا كان  السؤال الرابع : ) + + + =2 3p f h 1 s9 sf sh s r  = اقتران له قيمة عظمى محلية عند س

 , ما قيمة كل من الثابتين أ , ب ؟ 3, وقيمة صغرى محلية عند س =  1

               2 31 s9 sf sh (s)r+ + + = + + = 29 sf2 sh3 (s)r 

0قيمة عظمى محلية عند       9 f2 h3 0 (1) r 1 s= + +  =  =  

1 9 f2 h3 − = +    

0ة صغرى محلية عند قيم 9 f6 h27 0 (3) r 3 s= + +  =  =  

2 3 f2 h9 9 f6 h27 − = +  − = +  

 ( وينتج : 2 ) من المعادلة (1)بطرح المعادلة 

    1 h 6 h6=   (:1)بالتعويض في المعادلة   =

6 f 12 f2 9 f2 3− =  − =  − = +  

−أثبت أن المقدار  السؤال الخامس : −4 329 s s4 سالب دائما . 

4نفرض أن                329 s s4 (s)r− − =   

 (s)r  وقابل للاشتقاقمتصل على ح لأنه كثير حدود           

3 2s4 s12 (s) r− 0 بوضع ,   = (s) r= 
2 3 20 (s 3) s4 0 s4 s12= −  = 2)بما أن  − s4  0موجبة دائما نركز على (s 3)= −  

(s)اشارة من  r  : في الشكل المجاور 

3عند  s= 2محلية قيمتها  عظمىيوجد قيمة (3)r− =  
 من أتعلم )
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w )  2 فان (3)r−  هي قيمة عظمى مطلقة وهي سالبة ) أي أن أعظم قيمة سالبة ( =
      (s)r  4             سالب دائما 39 s s4− −     سالبا دائما 

        الحل 

        لحل ا
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  اثرائية :اسئلة الثالث القسم     

 

 

 

 الجواب  حيحةالقسم الأول : اختر الاجابة الص #

فإن مجموعة  ( 1() س+2) س( = ) س ــ [ وكانت ق  3،  0إذا كان ق )س( اقتراناً معرفاً على ]  1

 جميع قيم س التي يوجد عند كل منها قيمة حرجة للاقتران ق )س( هي : 
 

 { 3،  2،  0{  د( ]  2،  1{  جـ( } ــ  3،  0{  ب( }  3،  2،  1، ــ  0أ( } 

د

، فإن  1وكان لمنحنى الاقتران ق قيمة قصوى محلية عند س =  2ــ أ س 3س2ق )س( =  إذا كان  2

 قيمة الثابت أ = 

 2د(  ــ             3جـ(                   3ب( ــ                      2أ(  

 جـ

3  

ط الحرجة ، فإن عدد النق   )س( =                  إذا كان ق )س( معرفاً على ح ، وكانت ق 

 للاقتران ق )س( يساوي : 

  3د.                 2ج.                 1أ.   صفر              ب. 

 

 د

4  

[ ، فإن جميع قيم س التي تكون عندها نقط  0  ،2]  g[ ، س  4س ــ 2إذا كان ق )س( = ] 

 حرجة للاقتران ق)س( :  
 

  2،  1،  0د(    ]      2،  0[ [        جـ(  2،  0ب(   ]          2 ، 0أ( 
 

 
 

 ب 

[ فإن قيمة س التي يكون عندها للاقتران ق )س(  2،  2] ــ  g، س  "2ــ س 4؟ليكن ق ) س( =    5

 قيمة عظمى مطلقة هي : 

  2د(                          1ب( صفر         ج(             2أ( ــ  

 

 ب

6 
 

 نقطاً حرجة هي :                   قتران ق )س( =       إن مجموعة قيم س التي يكون للا
 

 {  12،  6{      د( }  6{    ج(  }  12،  0، 6{    ب( } 12،  0أ( }  
 ب

اذا كان ق)س( معرفا على الفترة ،     بحيث( )
2 s

s R
1 s
−

=
+

، فأن مجموعة قيم س  

 لاقتران ق)س( نقطا حرجة هي :التى يكون عندها ل

أ( 30          )ب  3  ج(    −201 3  د(   20 3 21− 

 ج

 س 2+2س

 2(1) س +

 س 12ــ  2س

 القيم القصوى
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  تفوق :اسئلة رابعال القسم

 

# 
 الجواب  القسم الثاني :  أجب عن الأسئلة الاتية

1 
 

                ان ق ) س( = عين فترات التزايد والتناقص للاقتر

 ثم أوجد القيم القصوى للاقتران

 0متزايد عندما س < 
 0متناقص عندما س > 
 قيمة صغرى محلية 

   0( =0ق) 0عند س= 

2 
اذا كان   ( 3ق( 1

3 3 s s4 s
3

− −  ،أوجد :  =

 النقاط الحرجة . (1

 فترات التزايد والتناقص . (2

 القيم القصوى المطلقة للاقتران ق. (3

1) 3 22 3− −  

(ق متزايد في2 22−   

ق متناقص في 2 

  

)(عظمى مطلقة3 )16
3 2  

)صغري مطلقة )16
3 2−

 

 

 الجواب  الأسئلة الاتيةأجب عن  #

1 
 

نقاط حرجة في  4اذا كان ق)س( كثير حدود له  f h  اثبت انه يوجد حل ,

) للمعادلة ) 0ق s=  في f h  
 

)اثبت ان 2 3ق( 430 s4 s s+ −   موجب دائما   =

 له قيمه قصوى واحدة فقط ر حدود من الدرجة الثالثة اذا كان ق)س( كثي 3

 عند س= و اثبت ان له نقطه انعطاف عند س= و ؟
 

4 
)اذا كان  ) ( ق( 0ق 2 1= = − ،( ) s3ق s−  : لمنحنى ق)س( أوجد  =

 نقط القيم القصوى ونوعها . (1

 فترات التزايد والتناقص . (2

 سفل ونقط الانعطاف ان وجدت فترات التقعر للاعلى و للا (3

 للدرس الرابع  3فرع  /ملاحظة 

صغرى محلية   (1
( )( 1ق( 1− −  

)محليه عظمى )(  2ق(

(ق متزايد في2 2 −   

ق متناقص في 1−  − 

 2 

 للاعلىمقعر (3  − 

مقعر للاسفل  

 ((0،ق)0)        
 

  2س
  2+ 2س
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 الملخص : الأول القسم
 
 
 
 

 

 الثانية: باستخدام المشتقة التقعراختبار  ❖

 اذا كان ق)س( اقترانا متصلا في الفترة .1 f hوكان ( )s r  معرفا في الفترة f h فان منحنى ،

مقعرا لأعلى في الفترة . 1 -ق)س( يكون : f h  اذا كانت( )0 s r  لجميع قيم f h s . 

في الفترة  للاسفل مقعرا  .2 f h  اذا كانت( )0 s r  لجميع قيم f h s. 

للأعلى أو للأسفل في الفترة  مقعرغير  .3 f h اذا كانت( )0 s r=  لجميع قيم f h s. 

)تسمى النقطة .  1   :تعريف   )( )[ r  :  نقطة انعطاف للاقتران ق)س( اذا كان  ]

 ق)س( اقترانا متصلا عند س = جـ •

 يغير الاقتران اتجاه تقعر منحناه عند س = جـ من الأعلى الى الأسفل، أو العكس. •

 زاوية الانعطاف: هي زاوية ميل المماس المرسوم لمنحنى ق)س( عند نقطة الانعطاف. .2

)إذا كانت  .3 )( )[ r )نقطة انعطاف وكان ] )0 [ r=   .فتسمى النقطة تقطه انعطاف أفقي 

)اذا كان ق)س( اقترانا قابلا للاشتقاق على فترة مفتوحة تحتوي جـ، و كان  نظرية :   ❖ )0 [ r= : فان 

1. ( )[ r  قيمة عظمى محلية، إذا كانت( )0 [ r 

2. ( )[ r  قيمة صغرى محلية، إذا كانت( )0 [ r 

)يفشل تطبيق الاختبار اذا كان  .3 )0 [ r=   أو( )[ r  0غير موجودة 

 التقعر ونقط الانعطاف الدرس الرابع
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 الكتاب تمارين حلول : الثاني القسم

 السؤال الأول: عين فترات التقعر للأعلى و الأسفل لمحنى الاقتران في الحالات الآتية :

    ( )( ) + − − =2p s 2 s 4 s3 s (s) R   :فرع أ 
=0 (s) R               بوضع 

( )( )20 2 s 4 s3 s= + − − 

 
)اما  ) ( )− = =  = + −  = − − 21 s 4 s 0 1 s 4 s 0 4 s3 s

 
−او  =  = +2 s 0 2 s 

(s)ومن إشارة  R : )في الشكل المجاور يكون منحنى ق)س

 
 تينللأعلى في الفت  امقعر  1 2− −  ، 4    
 تينللأسفل في الفت  امقعر  4 1−  ، 2− −        
 

s : فرع ب s s (s) R
2 2
  − − =
         

           s 1 s (s) R
2 2
  − − =
  

1بوضع  s 0 1 s 0 (s) R=  = −  = 
إما     − =

 
s

2 2
أو    − =

 
0 s

2 2
 

(s)ومن إشارة  R : )في الشكل المجاور يكون منحنى ق)س

 
0 تينللأسفل في الفت  امقعر 

2
 −

 
   ،0

2
 
 

 

 

 : فرع جـ  4 34 0 s s s s4 (s)R+ − = 

                (s)R لأنه كثير حدود  متصل على مجاله   3 24 0 s 1 s4 s12 (s) R+ − =    

  24 0 s s12 s 24 (s) R− 0=  بوضع ،       = (s) R 
22 s 0 s 0 (s 2)s12 0 s12 s 24= =  = −  = −  

 

        الحل 

        الحل 

        الحل 
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(s)ومن إشارة  R : )في الشكل المجاور يكون منحنى ق)س

 
للأسفل في الفتة  امقعر  4 للأعلى في الفتة  امقعر و ،  2 2 0. 

 

 : فرع د − =
3
23 s (3 s) (s)R      

               = − =−
3

3 2 (3 s) (s)R(3 s) 
مجال         − −30 0 (s)R3 s 3 s (3 s)  المجال 3  

               (s)R   3متصل على مجاله s 

 
1
2 3

3 (3 s) (s) R
2

 − =     

 
1
23 3

0 (s) R (s) R 3 (3 s) (s) R
443 s

−
 =   − =

−
 

(s)ومن إشارة  R  في الشكل المجاور حيث 3 s 0 (s) R  : )يكون منحنى ق)س

 
 

للأعلى في الفتة  امقعر يكون منحنى الاقتان ق)س(  3 
 
 

 : ـفرع ه  s0 s (s)R
2

 = 
 
        (s)R     متصل على مجاله 

  s 10 s (s) R
2 2

 =  

  s 10 s (s) R
2 4

 −=    

0 بوضع  (s) R=s s 1
0 0

2 2 4
=  = −  

إما    s0 2 s
2

  = =    

أو   s0 4 s 2
2

  = = 

(s)ومن إشارة  R : )في الشكل المجاور يكون منحنى ق)س

 
على الفتة  على للأ امقعر   0 

 

        الحل 

        الحل 
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 : فرع و  s2 0 s s i (s)R = 
                 (s)R   متصل على مجاله 

  s s2 0 s i s s i (s) R −= 
s si s s i− s ss i s i− − (s) R= 

  s2 0 s s i2 (s) R − =  
s0  بوضع   s i2 0 (s) R= − = 

s0إما  i= (مستحيل)      ، أو  2 0 s 0 s =  =   
(s)ومن إشارة  R : )في الشكل المجاور يكون منحنى ق)س

 
للأعلى غلى  امقعر  2  
للأسفل على امقعر  0  

 

 : فرع ز
   −   =
  

3

1
3 s 1 1 s

3 (s)R

5 s 3 s
 

            
  − 


= = 

  
3

3 s 1 1

3 s 0 (s)R

5 s 3 s

 

            (s)R  3غير متصل عند s=  ومنها( )l0y 3 r  
(s)R  متصل على   3 5 1− 

2

3 s 1 0
(s) R

5 s 3 s3

  
=

  
   

3 s 1 0
(s) R

5 s 3 s6

  
= 

  
 

0 (s) R=   3عندما s 1      
 0 (s) R=    5عندما s 3   فيكون 5 3 0 s 0 s6 0 (s) R=  =   "مرفوضة"  =

(s)ومن إشارة  R : )في الشكل المجاور يكون منحنى ق)س

 
للأعلى في الفتة  امقعر  5 3 ، 

بينما في الفتة    3  للأعلى أو للأسفل امقعر ليس  1
)لأن   )0 s r=  لجميع قيم 3 1 s 

 نقاط الانعطاف للاقتران ق)س( في الحالات الاتية ) ان وجدت( :حدد :  السؤال الثاني

        الحل 

        الحل 
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3s فرع أ : s (s)R+ = 
             (s)R  متصل لأنه كثير حدود 

     2s 6 (s) R 1 s 3 (s) R=  + 0أن   بوضع  ،= s 0 s 6 0 (s) R=  =  = 
 (s)R   عندها  هتقعر  اتجاهغير من عند س = صفر ، وي متصل 

(s)كما يتضح من إشارة  R في الشكل المجاور: 

 . ( هي نقطة انعطاف للاقتان ق)س( 0، 0النقطة )∴

 

 : فرع ب 2 0 s s (s)R= 
     (s)R  في الفتة  متصل 2 0  

            2 0 s s (s) R−=   بالتالي ، 2 0 s s (s) R−= 

0  بوضع    s 0 (s) R= − =  3
2 0 s s

2 2
 

= =  

(s)R 3عند كل من   متصل
s s

2 2
 

= (s)عندها كما يتضح من إشارة  هتقعر  اتجاهغير من ، وي = R  في
 الشكل المجاور .

)هي  الانعطافنقاط  )( ) ( )( )3 3R R
2 2 2 2
    

∴ ( ) ( )3
0 0

2 2
   )هي نقاط انعطاف للاقتان ق)س 

 

3 فرع جـ : (s)Rs 5 =− 

              (s)R  متصل على مجاله               

( )

( )

2
3

5
3

1 (s) Rs 5 3
2 (s) Rs 5 9

−

−

−
=−

−
= −

أو   
( )

5
3

2
(s) R

9s 5

−
=

−

 

وبما أن  5 s 0 (s) R 0 (s) R     
(s)كما يتضح من إشارة  R ، في الشكل المجاور 

فان ق)س( مقعر لأعلى  في الفتة  5 وللاسفل في 5−  
 (( نقطه انعطاف )متصل، ويغير الاقتان من اتجاه تقعره حولها (5،ق)5)

 جد القيم القصوى المحلية لكل من الاقترانان الاتية ، وحدد نوع كل منها باستخدام اختبار المشتقة الثانية   السؤال الثالث:

        الحل 

        الحل 

        الحل 
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 ) ان أمكن تطبيقها ( ، وفي حالة عدم امكانية تطبيقها استخدم اختبار المشتقة الأولى :
2 فرع أ : 3s6 s (s)R+ = 

                (s)R متصل وقابل للاشتقاق لأنه كثير حدود 
              2s 12 s3 (s) R+ 20 ، بوضع    = s 12 s3 0 (s) R= +  = 

 4 s 0 s 0 (4 s)s3− = =  = + 
12 s 6 (s) R+ = 

0 (0)R 0 12 (0) R=    قيمة صغرى محلية  =
80 (4 )R 0 12 (4 ) R= −   − =  قيمة عظمى محلية −

 

6:  فرع ب s (s)R+ = 

             6 s 6 s
(s)R

6 s (6 s)
−  +

=
−  + −     6 s 1

(s) R
6 s 1
− 

= 
−  − 

( )6 r−  غير موجودة لأن( ) ( )6 r 6 r− +−  −  

6 s 0
(s) R

6 s 0
− 

= 
−     

 نلجأ إلى اختبار المشتقة الأولى.ولذا  الاختباربفشل 
 ( قيمة صغرى محلية وهي مطلقة6-ق)

 (79)حسب أتعلم ص  
 
 

)اذا كان الاقتران  :رابعالسؤال ال )+ =3 2s sH s r  = جد قيم / قيمة الثابت أ 1-نقطة انعطاف عند س ،    

)يوجد للمنحنى نقطة انعطاف   1-=  عند  س )0 1 r= −    "معطى " 

2s6 H2 (s) R s3 sH2 (s) R+ =  + = 

( )3 h 0 6 H2 0 1 6 H2 0 1 r=  = −  = − + ⎯⎯ = − 

 

)الشكل المجاور يمثل منحنى الاقتران  السؤال الخامس: )s r  اذا علمت أن ،( ) ( )0 6 r 0 r= = 

        الحل 

        الحل 

        الحل 
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  كلا مما يليجد ،

 ونقاط الانعطاف لمنحنى الاقتران ق )س( فترات التقعر (أ

 القيم القصوى المحلية للاقتران ق)س( (ب

 فترات التزايد والتناقص لمنحنى الاقتران ق)س( (ج

 فرع أ :   

(s)كما يتضح من إشارة  R  : في الشكل المجاور 
تينفي الفت  ق)س( مقعر للأعلى  3 

ق)س( مقعر للأسفل في الفتة  −3 
 (( 3، ق) 3الانعطاف هي ) طة نق ∴
 

 فرع ب :    

  6 s 0 s 0 (6) R (0) R= =  =  هي نقط حرجة   =
 نستخدم اختبار المشتقة الثانية 

(0)R 0 (0) R   قيمة عظمى محلية 
(6)R 0 (6) R  قيمة صغرى محلية 

 
(s)كما يتضح من إشارة    فرع جـ :   R  : )في الشكل المجاور يكون منحنى ق)س 

على  امتزايد     0 6−    على  امتناقص، و 6 0 

)ق)س( اقتران كثير حدود من الدرجة الثالثة ، يمر منحناه بالنقطة  السؤال السادس :  وله نقطة انعطاف عند  1(

=، بحيث أن معادلة المماس عند نقطة الانعطاف هي :  2س =   +7 w s3 . )جد قاعدة الاقتران ق)س ، 
               2 3] s[ sf sh (s)R+ + + = 

1يمر بالنقطة                  5 ] [ f h 5 (1)R (5 1)= + + +  =  
) عند  نقطة انعطافتوجد  )0 2 r 2 s=  = 
2 لدينا  3] s[ sf sh (s)R+ + + ]2ومنها   = sf2 sh3 (s) R+ + ومنها    =

f2 sh6 (s) R+  في المشتقة الثانية : 2، بالتعويض عن س =  =
2 0 f h6 0 f2 h12 (2) R= +  = + =  

7هي  (( 2، ق) 2) دلة المماس عند نقطة الانعطافامع w s3= +             

        الحل 

        الحل 

        الحل 

        الحل 
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(2) R=  ميل المماس =
- عامل س  م

عامل ص  م
3

3
1
−

− = =  

(s)في  2بالتعويض عن  س=   R 3 3 [ f4 h12− = + +  
1،  تحقق معادلة المماس  ((2، ق) 2) نقطة الانعطافلكن  (2)R 1 w 7 w 2 3=  =  = +   

4 1 ] [2 f4 h8= + + +   4من المعادلة   1بطرح المعادلة  
5 4 [ f3 h7− = + +    3من المعادلة   5بطرح المعادلة 

6 1 f h5= +   2من المعادلة   6بطرح المعادلة 
1 h− =   6  2بالتعويض في المعادلة f=  

1عن قيمة  5بالتعويض في المعادلة  h− 6و قيمة  = f= ينتج 
15 [ 4 [ 6 3 7− =  − = +  + ]عن قيم  1بالتعويض في المعادلة  − f h : ينتج 
15 ] 5 ] 15 6 1=  = + − + + −    

2 315 s15 s6 s (s)R+ − + − =  
 

)اذا كان للاقتران  السؤال السابع : ) ( )+ − =3 4s ; s4 s s r  نقطة انعطاف أفقي هي( ، وكان  1(

( ) ( )=2s ; s u  احسب ،( )1 u 

    
2

2

(s) ; (s)u

(s) ; (s);2 (s) u

(1) ((s) ;)2 (s) ; (s);2 (s) u

=

=

+ =

    

(2)2( ينتج : 1معادلة ) في  1بالتعويض عن س =  ((1) ;)2 (1) ; (1);2 (1) u+ = 
)النقطة   )تقع على منحنى  1( ) ( )3 4s ; s4 s s r+ − = 

5 (1); 2 (1); 4 1 2 (1)R=  = + −  = 

2)النقطة   0لمنحنى ق)س( نقطة انعطاف افقي  (1 (1) R

8 (1) ; 0 (1) ; 12 4

= 

=  = + − 
 

2)النقطة   0لمنحنى ق)س( نقطة انعطاف  (1 (1) R=  ،( ) ( )2s ; s24 s12 s r+ − =  
( ) ( )12 1 ; 1 ; 24 12 0=  + − =  

 
(1)و  ;(1)عن قيم   2بالتعويض في معادلة    )و ; )1 ; 

        الحل 
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2

2

((1) ;)2 (1) ; (1) ;2 (1) u

248 64 2 120 (8)2 12 5 2 (1) u

+ =

=  + = +   =

 

 
اذا كان ق )س( اقترانا متصلا في الفترة  السؤال الثامن : −3 : ويحقق الشروط الاتية 

( ) ( ) ( ) ( ) = − = =0 s r0 2 r0 1 r0 0 r  عندما( )0 s r s  0<، عندما س  
 اعتمد على هذه المعلومات للإجابة عن الأسئلة التالية :

 ما قيمة / قيم س التي يكون للاقتران ق)س( عندها قيما قصوى ؟ وما نوع كل منها ؟ (أ

 ما قيمة / قيم س التي يكون للاقتران ق)س( عندها نقط انعطاف ؟ (ب

 حدد فترات التزايد والتناقص لمنحنى الاقتران ق)س( ؟  (ج

 
 ((2 )R 2 ) ((1)R 1) 0 (2 ) R 0 (1) R− −  = −  نقاط حرجة=

 
 : حسب اختبار المشتقة الثانية فإن فرع أ
0عندما  s  0أي 1  0فإن (s) R :أي 

((1)R ) 0 (1) R  قيمة صغرى محلية 
0عندما  s  0أي 2 0فإن  − (s) R :أي 

((2 )R ) 0 (2 ) R−                   قيمة عظمى محلية −
 ( 0،    0نقطة انعطاف وهي )   : فرع ب

 وعندها يغير من مجال التقعر . متصل ، R(s)لأن 
ق)س( متزايد في الفتات  : فرع جـ   2 1− −     

ق)س( متناقص في الفتة   1 2− 
 

 
 
 
 
 

        الحل 
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   اثرائية :اسئلة الثالث القسم

 

 الجواب  القسم الأول : اختر الاجابة الصحيحة #

  ، ق يمر بالنقطة 3(= ــ 1)ق (= صفر ،1)إذا كان للاقتران ق)س( قيمة عظمى واحدة وكان ق 1

 ( فإن تلك القيمة العظمى هي : 2، ــ  1) 

  1جـ( صفر                د(                     2ب ( ــ               3أ(  ــ 

 ب 

2 
 

 فإن قيمة الثابت أ تساوي  1نقطة انعطاف عندما س = ــ  3+ س 2إذا كان للاقتران ق )س( = أ س

  3   د(                   ج(            ــ   ب(               2أ(  ــ   

 

 د

] ، ق  g  ]1  ،3س ) س ( > صفر لجميع قيم  [ وكان ق  3،  1إذا كان ق )س( متصلاُ على ]   3

 ( = صفر فإن :2)  [ ، وكان ق  3،  1)س( له ثلاث نقاط حرجة فقط في ] 

 (  2( < ق)2،5( < صفر                ب( ق ) 2،5أ( ق ) 

 ( 2( > ق )2،5(                د( ق ) 2( = ق)2،5ج( ق )

 د         

 س نقطة انعطاف عند 9ــ  2+ م س 3إذا كان لمنحنى الاقتران ق )س( = س 4

 فإن قيمة الثابت م تساوي :  1س = ــ 

  4د(  ــ           3ج( ــ                 6ب(                  3أ(  

 أ 

ن منحنى ق)س( يكون مقعراً للأسفل [ فإ،  0س  + جتاس معرفاً على ]  إذا كان ق )س( =   5

 د ،     [  0[   د( ]  ،       [    ج( ]       ،  0[   ب( ] ،   0أ( ]   في

6 
 فان قيمة س التى يكون عندها نقط انعطاف س = [         ،0] س معرفا على  2ادا كان ق)س( = جتا

 د(             ج(                 ب(         أ( 
 ب

 )س( تم نقطة الانعطاف لمنحنى ق)س( هى:الشكل المجاور هو ق 7

 ((             1، ق) 1أ(  )

 ((5، ق)5ب( ) 

 ((         2، ق) 2ج(  )

 د( لايوجد له نقطة انعطاف 

 

 

 

 ب

  

4 

  

2 

  

2 

  

2 

  

3 
  

4      
  

2 
  

6 

 التقعر ونقط الانعطاف 
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8 
)اذا كان  )s s s R= الصحيحة فيما يلي هي : ، فان العبارة 

)  (أ )( )0 R0 )نقطة انعطاف               ب( )0 R   قيمة عظمي محلية 

)ج(             )0 R      د(             قيمة عظمي محلية( )0 R  غير موجودة 

 أ

9 
)اذا كانت النقطتان  )( ) ( )( )1 1

R
2 2

0R0  هما نقطتا انعطاف لمنحنى ق)س(، وكانت

( 2ك( 3s s4 s R−  ، فأن قيم الثابت ك هي :  =

 6د(                       3ج(                        2ب(              3-أ(

 ج

 فان ق)س( يكون :[   ، 3ــ] )س( على الفترة الشكل المجاور يمثل منحنى ق 10

        [ ، 0]أ( مقعر للاسفل 

 [     ، 3ــ]ب( مفعرا للأسفل 

     [   ، 0]ج( متناقصا 

 [   ، 0]د( متناقصا     

 

 

 

 أ 

11 
،  2[ )س( عند أي نقطة عليه في الفترة ادا كان ق)س( كثير حدود ، وكانت زاوية ميل المماس لمنحنى ق

 هى زاوية منفرجة ، فان العبارة الصحيحة هى: ]5

   [  5،  2] أ( ق)س( متناقص في الفترة 

   [  5،  2] ق)س( متزايد في الفترة  ب(

   [  5،  2] ج( ق)س( مقعر للأعلي في الفترة 

   [  5،  2] د( ق)س( مقعر للأسفل في الفترة 

 د

12 
 صفر ،)س(، ق [  3،  1] ادا كان ق)س( اقترانا متصلا على الفترة 

  س  ]1  ،3[ ق ،(2: صفر، فان العبارة الصحيحة فيما يلى= ) 

 

 (( نقطة انعطاف2، ق)2( صغرى محلية              ب(  )2أ( ق)

 [  3،  2] ( عظمى محلية            د(  ق)س( متزايد على الفترة 2ج( ق)

 ج
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)الشكل المجاور يمثل منحنى  13 )s R  حيث ،( )s R  ، كثير حدود( )0 3 R= ،

 فأن العبارة الصحيحة : 

)أ( )3 R قيمة صغري محلية 

)ب( )s R مقعر للاعلى في 5 1 

)ج( )s Rمقعر للاعلى في 5 4 

)د( )s Rمتناقص في 5 4 

 

 

 ج

 الجواب  القسم الثاني :  أجب عن الأسئلة الاتية #

1 
                   2س + 3ــ  3س4ق )س( =  حدد فترات التقعر للأعلى وللأسفل للاقتران

 ثم أوجد نقطة الانعطاف ) إن وجدت( .  

 

 مقعر لأعلى على 

 ]  ضض، 0[ 

 مقعر لأسفل على 

 ] 0،  ضض] ــ 

 نقطة الانعطاف 
 (0  ،2 )   

2 
 جا س جتا س  3جد مجالات التقعر للأعلى وللأسفل للاقتران ق )س( = 

 [      ،  0في ] 

، 0لأسفل] مقعر 
2


  ] 

  ولأعلى ]
2


  ،

3  

 جد مجالات التقعر للأعلى        ) س( =            إذا كان ق)س( معرفاً على ح ، ق 

 للاقتران ق )س( .

 [  3،  3] ــ 

 ح  ، جد :                                           gس ، س  24ــ  3س2للاقتران ق)س( =  4

 . مجالات التزايد والتناقص والقيم القصوى 1 

 . مجالات التقعر للأعلى وللأسفل2 

، س  2متزايد عندما س > ــ 
 >2  

 [  2،  2متناقص ] ــ 
  0لأعلى س < مقعر 
  0لأسفل س > مقعر 

 معتمداً على الشكل المجاور والذي يمثل منحنى الاقتران قَ )س(                              5

 ( مجالات التقعر للأعلى 1جد : 

 وللأسفل لمنحنى الاقتران ق )س( .

 ( الإحداثيات السينية لنقاط الانعطاف . 2

 

 

،  ضضق مقعر للأعلى في [ ــ 

 بلآ[  2ــ 

 ]    ضض،  2]  

 ق مقعر للأسفل في 

  [ 2،  2] ــ  
للاقتران نقاط انعطاف عندما 

2،س = ــ 2س= 

 س 
 9+2س

 )س(  َق

  3ــ     2ــ  1ــ     1    2      3      صفر
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6  

 ) س( =  إذا كان ق 

 مجالات التزايد والتناقص للاقتران ق )س(  -1جد : 

 مجالات التقعر للأعلى وللاسفل للاقتران ق )س(  -2     

 الإحداثيات السينية لنقط الانعطاف .  -3     

 

 

 [ضض،  0( متزايد [ 1

 [  0،  ضضمتناقص [ ـ 
 [  1،  1 -( للأعلى ] 2

]  [ 1، ــ  ضض[ ــ للاسفل 

 ]  ضض،1
   1( س = 3

 

 الشكل المجاور يمثل جزءاً من منحنى الاقتران 7

 كثير الحدود ق)س(  

 )س( ، ق × فإذا كان م )س( = ق)س(   

 )جـ( < صفر                                  بين أن م  

 

 8 

 [ أوجد :  5، 2] ــ  معرفا على الفترة، 2(1 –()س  2)س +إذا كان ق )س( = 

 ( مجالات التزايد والتناقص للاقتران ق )س(1

 ( القيم القصوى المحلية للاقتران ق )س( 2

 ( مجالات التقعر للأعلى وللأسفل للاقتران ق )س( 3

 بلآ[  1ــ،  2] ــ  متزايد( 1
 [1  ،5  ] 

 [ 1،  1ــ]  متناقص
 
، 4( =1ــعظمى  ق)(2

  112( = 5ق)
،  0( = 2ــصغرى  ق)

  0( = 1ق)
 
 [  5،  0( لأعلى ]3

 [   0،  2ــ لأسفل ] 

9 

 [ فأوجد :         ،   0جتاس معرفاً على ] 2 ــس  ليكن ق )س( = 

 ( مجالات التزايد والتناقص للاقتران ق )س( 1

 ( القيم العظمى والصغرى المحلية للاقتران ق )س( 2

 ( مجالات التقعر للأعلى وللأسفل للاقتران ق )س( 3

 
 ]          ،  0( متزايد ] 1
 
 
،ق  7( = 1(عظمى  ق)ــ2
(2 = )16 

  1( = ــ 1صغرى محلية ق )
 

  ، 0( لأعلى [ 3
2


    ، ] 

 

]  لأسفل
2


،       ] 

 س 
 1+2س

 ق )س(

 جـ

2  

3 

2  

3 

2  

3 
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10 

)اذا كان  3ق( 2s2 s6 s− معرفا على = 3  ، أ،جد :  −2

)(مجالات التزايد والتناقص للاقتران 1   sق(

)(القيم القصوى المحلية للاقتران 2  sق(

)( مجالات التقعر للاعلى و للاسفل للاقتران 3  sق(

)( نقطة الانعطاف للاقتران 4  sق(

متناقص على (1 02− 

وعلى  2 ومتزايد على

 2 

عظمى محليه 40(=2-ق)(2
 مطلقه

 صغرى مطلقه 0(=0ق)
 عظمى محليه  8(=2ق)
صغرى محليه  0(=3ق)

 ومطلقة .
( ق)س( مقعر للاعلى 3

على 12− ومقعر

للاسفل على 21 

4)( ) ( )( )1 R141 =  

 

)الشكل المقابل يمثل منحنى  11  في الفترة  sق(

3
2

2
 

 
)اثبت ان الاقتران   )s i مقعر 

 للاعلى في تلك الفترة علما بأن  

( ) ( )s s R s i=  
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   تفوق :اسئلة رابعال القسم

 
 
 

1 
 هي نقطة الانعطاف الافقي لمنحنى الاقتران 1اذا كانت س=

( 2ق( 31 s3 s f sh s− + + f، جد قيم الثابتين   = h ؟ 

 

1 ،-3 

2 
)اذا كان  )= sق w اقتران معرف على R R 1 p−   معرفتين

على مجاله وكان منحنى الاقتران متزايد في هذا المجال وكانت 

w3 w ws− جد مجالات التقعر للاعلى وللاسفل لمنحنى الاقتران  =

 .ق)س(

ق مقعر للاعلى على 
 1−  

ق مقعر للاسفل على 
 1 

اذا كان لمنحنى الاقتران  3
2 32

sh s s w
3

+ − = (h  نقطة )ثابت

 انعطاف افقي ، فجد 

 ( مجالات التقعر للاعلى وللاسفل لمنحنى الاقتران ق)س(.1

 ؟ h( قيمة الثابت 2

 الانعطاف الافقي .( احداثيات نقطة 3

 

ق مقعر للاعلى على 

 2
9  

ق مقعر للاسفل على 

 2
9 − 

4
h

27
=  

3 )( )8 2
729 9  

4 
الشكل المجاور يمثل منحنى ق)س(في

3
2

2
 

 
، اثبت ان هـ)س( مقعر للاعلى  

)في تلك الفترة علما  ) ( sق( s s i=  
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 الملخص : الأول القسم

 
صغر حيث نستخدم اختبار المشتقة الأان من تطبيقات القيم القصوى ايجاد أكبر مساحة أو محيط أو حجم  و بالعكس 

 و في حال فشل اختبار المشتقة الثانية أو لصعوبة الاقتران نستخدم اختبار المشتقة الأولى .الثانية 

 

 .  دراية بهذه القوانين ويجب على الطالب أن يكون على
 
 

 المساحة المحيط الأبعاد  الشكل
 المثلث

- 
1= مجموع أطوال أضلاعه

 الارتفاع× القاعدة  ×  2

=1
جيب × حاصل ضرب أي ضلعين  ×   2

 الزاوية المحصورة

 المربع
 طول الضلع ل :

 2=  ل ل4

1او   =  
  حاصل ضرب   القطرين×   2

 س: الطول المستطيل

 ص : العرض

 )س+ص(2

  

 العرض× الطول 

شبه المنحرف 

 المتساوي الساقين
- 

المساحة =  مجموع أطوال أضلاعه
1
× ) مجموع القاعدتين ( × 2

 الارتفاع

 ل:طول الضلع المعين
 ع : الارتفاع

 الارتفاع× عدة = القا ل 4

 جيب إحدى زواياه     ×  2 = ل 

=
1
 حاصل ضرب القطرين×  2

 الدائرة
: نصف  نق

 القطر

 2نق نق2

 
 
 
 
 

 تطبيقات عملية على القيم القصوى الدرس الخامس
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 ( 2, ص 1(  ,  ) س 2, ص 1) س قانون المسافة بين نقطتين ❖
( ) ( ) =− + −

2 2

1 2 1 2
tw w s s 

 
 

  - تشابه المثلثات : ❖

                             = =
[ h [f fh
wh ws s h

  
 
 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 الحجم المساحة الأبعاد  الشكل
 الاسطوانة

 ع : الارتفاع

 : نصف القطر نق

 نق ع 2  =الجانبيةحة المسا

 2نق2 + نق ع  2= الكليةالمساحة 

 ع2نق

 الكرة
 : نصف القطر نق

 2نق4
4
 3نق3

 طول الراسم :ر  المخروط القائم

 ع : الارتفاع

 : نصف القطر نق

 نق  =الجانبيةالمساحة 
 2نق+     نق ل=     الكلية

1
 ع2نق3

متوازي 

 المستطيلات

 س: الطول
 ص : العرض

 ع : الارتفاع

 س ص ع س ع( + ص ع + )س ص2

 س

 أ

 ب

 ص

 ج

 

 " و سيجعل لهم الرحمن ودا " 

 

 اقبل عبد بقلبه الى الله , الا اقبل الله بقلوب المؤمنين اليه حتى يرزقه مودتهم وحبهم ما
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 الكتاب تمارين حلول : الثاني القسم

السؤال الأول يريد رجل عمل حديقة مستطيلة الشكل من أرضه , وذلك بإحاطتها بسياج , فاذا كان لديه 80 مترا من 
 الأسلاك , فما مساحة أكبر حديقة يمكن للرجل إحاطتها ؟

                 
 متر 80طول السياج = محيط  الحديقة =                

 بفرض طول المستطيل = س  ، عرض المستطيل = ص                  
 ص2س+2يكون محيط المستطيل =                  

 س -40ص=         أو      40ص =  + ومنها  س     80ص = 2س +2               
 العرض× مساحة المستطيل = الطول                 

2 –س 40س( =  -40× )س ص =×م=  س                  s  بالاشتقاق بالنسبة ل س ، 
l]

s2 40
s]

− [l، بوضع  =
20 s 40 s2 0 s2 40 0

s]
=  =  = −  = 

 : باستخدام اختبار المشتقة الثانية
 ( )0 2 20 l − =   ،   = وعندها تكون المساحة أكبر ما يمكن . قيمة عظمى محلية ،  20عند س 

2 -س40مساحة القطعة = م =  ∴         s =40×20-(400 = )400 متر مربع 
 

فاذا علمت أن سعر كل  3سم 192مقلمة على شكل أسطوانة دائرية قائمة مفتوحة من أعلى سعتها  :السؤال الثاني

من البلاستيك المستخدم في صناعة  2سم  1ن البلاستيك المستخدم لصنع القاعدة , يعادل ثلاثة أمثال سعر م 2سم 1

 الجوانب , جد أبعاد المقلمة ذات الأقل تكلفة .
 3مس 192 = الحجم = السعة                 
 من الجوانب 2سم 1ة تكلف×  3من القاعدة =  2سم 1تكلفة                 
   H=  من الجوانب 2سم1  بفرض وحدة التكلفة لكل                

  H3=  من القاعدة 2سم1  لكل  التكلفة فتكون                     
 = تكلفة الجوانب + تكلفة القاعدة  ( ;التكلفة الكلية )                      

                          ;  = +  2 H3 u 2 H  ارتفاع : ع و ... الاسطوانة قطر نصف : نقحيث 
 الاسطوانة

2u   192 =2u  لكن الحجم = ح =               
= =

2 2
192 192

u 

  = ك +  2
2

192
H3 H2  =

 +2 H384
H3 

        الحل 

        الحل 

 ص 

 س

 ع

 نق
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 −
 + =2

H384
H6 ;   ، −

=  + 


=  

 =  

=  = 

2

2

3

3

H384
0 H6 ;

H384
H6

H6 H384

4 64

 

 -)س( : /ومن ملاحظة اشارة كباستخدام اختبار المشتقة الأولى 

 قيمة صغرى مطلقة 4س= عند يكون 

2
192 192

12 u
16 4

= =  سم ( 12سم  ، ع =  4) نق =  المقلمة ذات الاقل تكلفةأبعاد    سم   =

 
−الديكارتي هي ص = ق)س( = طريق منحنى معادلته في المستوى  السؤال الثالث : S1 s2 ( 0,3, النقطة م )

تمثل موقع مستشفى , يراد شق شارع فرعي مستقيم من النقطة ) و( الى موقع المستشفى ) م ( , عين احداثيات 

 النقطة ) و( ليكون طول الشارع ) و م( أقل ما يمكن .

 ) انظر الشكل المجاور( 

)طول                ) ( )

( ) ( )

=− + −

=− + −

=+ + +

2 2

1 2 1 2

22

2 2

l,w w s s

t0 w 3 s

w 9 s6 s

 قانون المسافة بين نقطتين  

− لكن                =  =−
21 s2 w w1 s21 في  2بالتعويض بقيمة ص 

 بالاشتقاق بالنسبة ل س :

2 2t t8 s4 s 1 s2 9 s6 s=  = + + − + + − 

    بوضع   
2

4 s2 t]
s]28 s4 s

−
=

+ +
 

2

4 s2 t]
2 s 0 4 s2 0 0

s]28 s4 s

−
=  = −  =  =

+ +
 

 

 -)س( : /ف  ومن ملاحظة اشارة ستخدام اختبار المشتقة الأولىبا

 قيمة صغرى مطلقة   2 = س  عند  يكون 

w3 1 2 2 1 s2= = =−  −  

        الحل 

 

 

 ( 0,  3م ) 

 و )س , ص (

 ف
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  (2،3فتكون احداثيات و هي )  

 

 بالعلاقة  جسم يسير في خط مستقيم بحيث أن أبعاده ف بالأمتار بعد ن ثانية يعطى السؤال الرابع:

 
+ =k f k h t

4 4
فاذا كانت السرعة المتوسطة للجسم في الفترة الزمنية    0  م / ث ,  10هي

 ث . احسب الثابتين أ , ب . 1وكانت سرعة الجسم أقل ما يمكن عند ن = 

               ( ) ( )k f k h t
4 4
 

+ =   
t
k

)= السرعة المتوسطة =   ) ( )−
=

−
0 t 2 t

10
0 2

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )   
+ − +

+  −  + 
= =

f h f h
0 1 h 1 f 0 h 2 2 2 2

10
2 2

 
= +  − =f h 20 h f 20 (......1) 

 , لذا نجد مشتقة السرعة كالتالي u(1=)0ث , تكون  1بما أن سرعة الجسم أقل ما يمكن عند ن = 

( ) ( )
( ) ( )

2 2

k f k h t u
4 4 4 4

k f k h u
4 16 4 16

   −
+ = =

   −
− =

 

  u(1=)0من معلومية أن 

( ) ( )
2 2

0 f h
4 16 4 16
   −

= −    بضرب الطرفين في ،
2

16
  ثم التعويض عن قيمة النسب المثلثية ينتج : −

1 1
0 f h

2 2
=  +   ينتج 2، بضرب الطرفين في:  f h 0 f h− =  = +  

10 عن قيمة أ : ( 1بالتعويض في ) f 20 f2 20 f f=  =  + = 10ومنها  − h− = 
 
 
 
 
 
 
 
 

        الحل 
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كم شمال الباخرة أ وتسير غربا بسرعة  30في الساعة الثانية عشرة ظهرا كانت الباخرة ) ب( على بعد  :السؤال الخامس

 كم في الساعة , فمتى تكون المسافة بين الباخرتين أقل ما يمكن ؟ 20تسير شمالا بسرعة  كم / الساعة , فاذا كانت أ 10
 

k10ن  10المسافة التي تسيرها الباخرة "ب" = س =                 s=     ،  "    الزمن× المسافة = السرعة"  
k20 ن  20المسافة التي تسيرها الباخرة "أـ" = ص =      w=      ، "  الزمن× المسافة = السرعة" 

 من نظرية فيثاغورس :

( )

( ) ( )

− + =

− + =

+ − + =

+ − =
− =

 = =  = − 

2 22

22 2

2 2 2

2 2

w 30 s t

k20 30 k10 t

k400 k1200 900 k100 t

900 k1200 k500 t
1200 k1000 tt2

1200
s 12 k 0 1200 k1000 t

1000

 

 ، باستخدام اختبار المشتقة الأولى
)ومن ملاحظة إشارة   )s r  في الشكل المجاور 

   محلية صغرى قيمة توجد   12 = ن   عند
 يمكن ما أقرب السفينتان تكون ساعة 1.2 بعد اذن ، 

 
 

سم ونصف  12جد حجم أكبر أسطوانة دائرية قائمة يمكن وضعها داخل مخروط دائري قائم ارتفاعه  :السؤال السادس

 سم . 4قطر قاعدته 
2uجحم الاسطوانة =                p  لمثلثات نحصل على :   من تشابه ا،    =

              
− −

=  =

− =  = − 

u 12 u 12
1 3 4 12

3 12 u 3 u 12
 

):  بالتعويض عن قيمة ع في ح )−  =23 12 p 
                            −  = 3 23 12 p  

2:   بالاشتقاق بالنسبة ل نق  9 24 p −  =   
) p=0 ، بوضع    )= −   =  − 20 3 8 3 0 9 24   

 بحل المعادلة :

اما  = −
8

3 8
3

أو   0     مرفوض  3

 

        الحل 

        الحل 

 

 

 

 



 ياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمىسلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الر

 اعداد 134 أ. سليم السيقلي        أ. بلال أبو غلوة         أ. آلاء الجزار            أ. آلاء البرعي                    

 : باستخدام اختبار المشتقة الثانية
  

( )
18 24 p

8 8
0 24 18 24 p

3 3

 − =

  − =  − =

 

8 نق= اذن عند 
3

 :( 1بالتعويض في )) وعندها يكون حجم الاسطوانة أكبر ما يمكن(   قيمة عظمى  

 ∴( ) ( ) ( )
2

2256 64 8 8
4 3 12 3 12 p

9 9 3 3
 =  =  −  = −   . 3سم =

 
 

سم , جد أكبر مساحة ممكنة لشبه  6أضلاع متساوية في الطول وطول كل منها  3شبه منحرف فيه  :السؤال السابع

 المنحرف .
 الارتفاع× رف )م(= نصف مجموع القاعدتين مساحة شبه المنح                

)= م               ) + + 
1

u 6 s2 6
2

 

               ( ) +  =
1

u s2 12
2

 
                =( )u s 6 + 

2  لكن من فيثاغورس : 22 u s 36 us 36 =  − =−  
 
     "م في " "ع عن التعويضب     

)=  م ∴   )2 s 6s 36   بالاشتقاق بالنسبة ل س :،  −+
( )

−
+  +−

−
− −

+ =−
−

− + − −
=

−

2

2

2
2

2

2 2

2

s2
s 6 ls 36

s 36
s s12

s 36
s 36

s 36 s s12

s 36

 

=بوضع    + − −  =20 36 s12 s2 0 l 
( )( ) 20 6 s 3 s 0 18 s6 s= + −  = − +  

)اما  )3 s 0 3 s=  = )أو   − )6 s 0 6 s− =  =  " مرفوض" +
 
 
 

        الحل 

 

 



 ياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمىسلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الر

 اعداد 135 أ. سليم السيقلي        أ. بلال أبو غلوة         أ. آلاء الجزار            أ. آلاء البرعي                    

)ملاحظة إشارة  ومن باستخدام اختبار المشتقة الأولى ، )s r: في الشكل المجاور 
 ، ومنها : قيمة عظمى 3عند س=يكون 

)=  مساحة شبه المنحرف) م( )2 s 6s 36  +− 
( ) ( )27 3 6 3 l3 9 36=  +  سم مربع −=

 
لى الضلع أ ب بحيث أ م = س سم , م نقطة ع 10سم وطوله ب ج =  8أ ب ج د مستطيل عرضه أ ب =  :السؤال الثامن

سم , ن نقطة على الضلع ب ج بحيث ن ج = 
3

s
2

 سم , جد قيمة س بحيث تكون مساحة المثلث م ن ج أكبر ما يمكن . 
 

8 : المعطيات  fh=  ،s 8 fl s lh− = = 
 الارتفاع × م( = نصف القاعدة(مساحة المثلث م ن جـ 

1
fl [k l

2
  = 

 
( )−   =

− =2

3 1
s 8 s

2 2
3

s s6
4

  

3   بالاشتقاق ينتج، 
s 6 l

2
− = 

 بوضع       

= −  =

=  = 

= 

3
0 s 6 0 l

2
3

s3 12 s 6
2

4 s

      

):   باستخدام اختبار المشتقة الثانية )
3 3

0 4 l l
2 2
− −

 =  = 
 تكون مساحة المثلث م ن ج أكبر ما يمكن 4ن عند س = اذقيمة عظمى ،   4 =  س    اذن عند

 

 

 

 

 

 

 

 

 
  

 

        الحل 

 



 ياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمىسلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الر

 اعداد 136 أ. سليم السيقلي        أ. بلال أبو غلوة         أ. آلاء الجزار            أ. آلاء البرعي                    

   اثرائية :اسئلة الثالث القسم

 أسئلة تطبيقات عملية على القيم القصوى

 الجواب  أجب عن الأسئلة الاتية #

1 
 سم 10أوجد مساحة أكبر مستطيل يمكن رسمه داخل دائرة نصف قطرها 

2 
 6،  6،  6 سم ، أوجد أطوال أضلاعه عندما تكون مساحته أكبر ما يمكن 18مثلث متساوي الساقين محيطه 

3 
  34 16=  2ــ ص 2( ومنحنى الاقتران س 6،  0جد أقصر مسافة بين النقطة ) 

سم ثني ليكون مثلثاً متساوي الساقين ، أوجد أطوال أضلاع هذا المثلث لتكون  12سلك طوله  4

 أكبر ما يمكن  مساحته
4  ،4  ،4 

 10 8=  2ــ س 2( ومنحنى العلاقة ص0،  2أوجد أقصر مسافة بين النقطة )  5

متر  3200أرض مستطيلة الشكل رؤوسها أ ، ب، ج، د تتكون من حديقة مستطيلة الشكل مساحتها  6

متر ، وعرض كل من الرصفين  4 مربع محاطة بأرصفة عرض كل من الرصفين أب ، ج د يساوي

 متر ، أوجد أقل مساحة ممكنة لقطعة الأرض 2على الضلعين الاخرين 

 2م 3872

سم ، جد أكبر مساحة ممكنة لشبه  6أضلاع متساوية في الطول وطول كل منها  3شبه منحرف فيه  7

 المنحرف
273 

سم ما مساحة أكبر  12متساوي الساقين ، وطول أ جـ =أ ب جـ مثلث قائم الزاوية في ب ، و 8

مستطيل يمكن رسمه داخل المثلث بحيث ينطبق أحد أضلاعه على الوتر أ جـ ، ويقع الرأسان الاخران 

 على ضلعي القائمة ؟

سم 18
2

  



 ياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمىسلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الر

 اعداد 137 أ. سليم السيقلي        أ. بلال أبو غلوة         أ. آلاء الجزار            أ. آلاء البرعي                    

 

   تفوق :اسئلة الرابع القسم

 

 الجواب  أجب عن الأسئلة الاتية #

1 
جد مساحة أكبر مستطيل بحيث يقع رأسان من رؤوسه على محور السينات أو

s5الموجب ويقع الرأسان الآخران على المستقيمين  6 w s4 w− = =  
4

5
  

2 

ل إلى مخرو 3ونصف قطر دائرته  i{قطاع دائري زاويته المركزية  ط سم حُوَّ

 قيمة هـ التي تجعل حجم المخروط أكبر ما يمكندائري قائم , جد 
26

i
3


= 

3 
سم ( ، جد نصف قطر دائرته بحيث تكون مساحة القطاع  20قطاع دائري محيطه ) 

 سم  5نق =                 أكبر ما يمكن 

4 
[fH  = سم ,  16الارتفاع أ م = سم ,  12مثلث فيه ب جـ, i//   f[    

,جد طول العمود النازل من د على   i  الذي يجعل مساحة المثلث أكبر ما يمكن 
 سم  8                 



 الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمىسلسلة النخبة  التعليمية في مبحث 

 1 ل أبو غلوة         أ. آلاء الجزار            أ. آلاء البرعيأ. سليم السيقلي        أ. بلا        اعداد 

 
 
 
 
 
 
 

 

 ( :1-14جابة الصحيحة لكل فقرة من الفقرات )ل  ضع دائرة حول رمز ا  السؤال الأول :
 الفقرة 1 2 3 4 5 6 7

 الاجابة جـ ب ب د د جـ أ

 الفقرة 8 9 10 11 12 13 14

 الاجابة د أ ج د جـ د ب

 حلول السؤال الأول:

اذا كان  .1 ( )
  −

=
 −

21 s s s
s r

3 s 1 s
, فما مجموع قيم س التي يكون عندها للاقتران ق)س(  

نقطة حرجة في الفترة  0 ؟ 

         

( )
1 s 0 1 s2

s r
3 s 1 1

  − 
=

  
     

)بوضع   )s r =0   =  = − 
1

1 0 s 0 1 s2
2

  

)النقاط الحرجة هي :  )( ) ( )( ) ( )( )1 1
r 3 r 3 0 r 0

2 2
       

         
)ليكن  .2 )− =S

2s 4 s r , 2 s−  فما قيمة س التي يكون للاقتران ق)س( عندها قيمة عظمى ,

 مطلقة ؟

 

  
2

s2s
2 2 s

s 4

−
− =

− 2s 4 2

−

−
(s) R= 

=بوضع                 =0 s 0 (s) R 

  ( )

( )

−
− =

−
=  = − =

2

s2
2 2 s s r

2s 4
0 s 0 s2 0 s r

  

 ( هي اكبر قيمة للاقتران0قيمة عظمى مطلقة   اذن عند ق) 0عند س = 

 تمارين عامة
 

        الحل 

        الحل 

 

ب
 

ج
 



 الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمىسلسلة النخبة  التعليمية في مبحث 

 2 ل أبو غلوة         أ. آلاء الجزار            أ. آلاء البرعيأ. سليم السيقلي        أ. بلا        اعداد 

)اذا كان  .3 ) ( ) ( )− − =4 232 s 1 s s r  

 متناقصا ؟فما الفترة التي يكون فيها ق)س(         

 

          ( ) ( ) ( )− − =
3 24 2 s 1 s s r       

          ( ) ( ) ( )= − −  =
3 240 2 s 1 s 0 s r 

21 s 0 1 s

2 s 0 2 s

 =  = −

=  = − 
        

)اذا كان  .4 )− =3s3 s s r  معرفا في الفترة −3  , 
 فما القيمة الصغرى المطلقة للاقتران ق)س(  

           ( ) ( )2 33 s3 s r s3 s s r− =  − =   
( )21 s 0 3 s3 0 s r =  = −  = 

R  غ . م عند− =1 3 s 

  قيم س الحرجة  هي  − −1 1 3   

− = − − − = −
= − − − = −
− = − =

3

3

3

18 (3 )3 (3 ) (3 )R
2 (1 )3 (1 ) (1 )R

2 (1)3 (1) (1)R

  

 1 3−  1 1 3 1− −

     

 

( )18 3 r− = −  
( ) ( )= − = − 2 1 r 2 1 r   ( )18 3 r− =   قيمة صغرى مطلقة −

 
)اذا كان ق)س( كثير حدود وكان  .5 )0 s r   4<عندما س  ,( )0 s r  وكان  4 >, عندما س

( )=0 3 r فما العبارة الصحيحة دائما من العبارات الاتية ؟ 

 

       =  =3 s 0 (3) R   نقطة حرجة  

   

        

=  3 s 0 (3) R ( 3هي قيمة صغرى  محلية هي ق) 

 

        الحل 

 

        الحل 

 الفترة هي 1 1− 
 

        الحل 

 

ب
 

 

د
 

 

د
 



 الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمىسلسلة النخبة  التعليمية في مبحث 

 3 ل أبو غلوة         أ. آلاء الجزار            أ. آلاء البرعيأ. سليم السيقلي        أ. بلا        اعداد 

)ما مجموع جميع قيم ج التي يمكن الحصول عليها من تطبيق نظرية رول على الاقتران  .6 )=8 s r  في

الفترة  0 ؟ 

                 ( )8 s r=   ،( )s r ، متصل على ح  ( )s r قابل للاشتقاق على ح 

        r    يحقق نظرية رول ومنها( )0 0 0 [ r 0 (s) r=  =  وفي أنظمة حل  =

pالمعادلات عندما أ = أ فانه يوجد عدد لا نهائي من النقاط أي أن :   L  الفترة جميعها 

 يوجد عندها مماس  8) هندسياً : أي أن جميع النقاط الموجودة على المستقيم ص =  

   افقي وفقاً للفترة المعطاه (  

 

 

)بالاعتماد على الشكل المجاور , الذي يمثل منحنى  .7 )s r  

)حدد النقط التي يكون عندها  )s r  ,( )s r : موجبتين 

 ن،ل نقاط حرجة )قمة وقاع(            

)بملاحظة اشارة  )s r  : في الشكل المجاور 

)فأن  )s r  عند س=هـ ، س=م 

 و  نقطة حرجة             

)بملاحظة اشارة  )s r  : في الشكل المجاور 

)فأن  )s r  عند س = ه 

)ومنها  )s r،( )s r  موجبتين عند س = ه 

   

 

)اذا كان  .8 )s r  اقترانا متصلا على 1  وكان( )0 s r  لجميع قيم  1 s  وكان( )s r  له

ثلاث نقاط حرجة فقط في  1  وكان ,( )=0 2 r فما العبارة الصحيحة مما يأتي ؟ , 

0بما أن              (s) R  أطراف الفترة(،  3، س= 1نقاط حرجة هي عند س= 3وله( 
0لأن )نقطة حرجة ( 2وكذلك عند س=  (2) R 0 (2) R  = 

= 0محلية )أي ان اشارة الاقتران قيمة عظمى  2عند س (2) R= =2تتغير من موجب الى سالب عند س) 
5
2

>وحسب تعريف التناقص  2تقع بعد   5
2

2
 

5
(2)R ( )R

2
   

 

        الحل 

        الحل 

        الحل 

د
 

أ
 

ج
 



 الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمىسلسلة النخبة  التعليمية في مبحث 

 4 ل أبو غلوة         أ. آلاء الجزار            أ. آلاء البرعيأ. سليم السيقلي        أ. بلا        اعداد 

)ما قيمة الثابت م التي تجعل لمنحنى الاقتران  .9 )− + =2 3s9 sl s s r  = ؟ 1-نقط انعطاف عند س 

 

          ( ) ( ) ( )2 2 3l2 s6 s r 9 sl2 s3 s r s9 sl s s r+ =  − + =  − + =            

( )( )1 r 1−  نقطة انعطاف  −

 ( )3 l 0 l2 1 6 0 1 r=  = + −  = −  
 
 

)ما قيمة ج التي تحددها نظرية القيمة المتوسطة على الاقتران  .10 )− + =26 s s s r  في −1 ؟ 

 

          r يحقق شروط نظرية القيمة المتوسطة 

                 

( ) ( )
( )

− −
= 

−−
= + 

=  = + 

1 r 2 r
[ r

3
6 0

1 [2
3

1
[ 2 1 [2

2

    

 

                  

)اذا كان  .11 )=s s s r فما العبارة الصحيحة فيما يأتي ؟ 

                ق)س( متصل دائما لأنه ضرب اقترانين متصلين        ( )
2

2

0 s s
s s s r

0 s s


= =

 −
  

ومنها  ( )
0 s s2

s r0 s s2


= − 

          0 (0) R 0 (0) R 0 (0) R
+ −

=  = = 

 لا يوجد قيم قصوى ∴         

           0 s 2
(s) R

0 s 2
 −

=


  ، 

 + −
 (0) R (0) R( )l0y s r 

( )( )0 r  نقطة انعطاف لأن ق متصل عندها ويغير مجال التقعر حولها 
 
 

        الحل 

        الحل 

        الحل 

أ
 

جـ
 

د
 



 الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمىسلسلة النخبة  التعليمية في مبحث 

 5 ل أبو غلوة         أ. آلاء الجزار            أ. آلاء البرعيأ. سليم السيقلي        أ. بلا        اعداد 

)الشكل المجاور يمثل منحنى  .12 )s r  ما مجموعة حل المتباينة ,( )0 s r ؟ 

)يوجد مماس أفقي أي أن :  2عند س =          )0 s r= 

)من  خلال المماس :  sق(   متزايد في الفترة 2 −)والمماس عندها يصنع زاوية حادة( 

)ومنها  )0 s r  في الفترة 2 − 

( sق(   متناقص في الفترة 2 −)والمماس عندها يصنع زاوية منفرجة( 

)ومنها  )>0 s r  في الفترة 2 

 

)اذا كان  .13 )s r  كثير حدود من الدرجة الثالثة , ما أكبر عدد ممكن من النقط الحرجة يمكن أن نحصل عليها

)للاقتران  )s r ؟ 

) ق)س( كثير حدود من الدرجة الثالثة          )s r   كثير حدود من الدرجة الثانية 
  قاط الحرجة من نأكبر عدد من ال( )s r 2الى طرفي الفترة  بالإضافة 2هو  ، 

  4فيكون أكبر عدد ممكن من النقاط الحرجة للاقتران ق)س( هو         

 

)اذا كان  .14 )
is s s r

4


  =
 

), متى يكون منحنى   )s r   ؟متزايدا 

                      ( )is s r=، ق)س( متصل على مجاله ، 

 
        

( )
s

s r
s

= 

)بوضع       )s 0 s 0 s r
4 2
 

  =  =  =
 

 

)من ملاحظة إشارة  )s rفي الشكل المجاور : 

في الفترة  متزايديكون منحنى ق)س( 
2 4
  
 

 

 
 
 

        الحل 

        الحل 

        الحل 

جـ
 

د
 

 

ب 
ـ
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)اذا كان السؤال الثاني :  )0 s s s s r
4
  + =
 

), أثبت أن   )s r  متزايد في مجاله و من ذلك أثبت

أن  +1 s s . في تلك الفترة 

 

            ( )s R  متصل في الفترة  
 

0
4

  ،( )s R قابل للاشتقاق في  
 

0
4

 

      ( )0 s s s s R
4
  − =
 

 

)بوضع        )s s 0 s s 0 s R=  = −  = 

     0
4

 
 

s
4

=      ،0

4

 
 

5
s

4


= 
(s)ومن ملاحظة إشارة     R  من الشكل المجاور 

)يكون    )s R على  متزايد
4
 
 

    

1لإثبات أن  s s +: 
( )1 0 R= (79) حسب قاعدة أتعلم صفحة  وهي قيمة صغرى مطلقة 

 ( ) ( )0 R s R  ،0 s
4
  
 

  

  0 s 0 0 s s
4
   +  +
 

 0 s 1 s s
4
    + 
 

 

                                                                                                     
)جد فترات التزايد والتناقص والقيم القصوى المحلية للاقتران  السؤال الثالث : )

+
=2

1 s
s r

s
 

               ( )s R  متصلp s  

           ( )s R   للاشتقاق قابل p s 

0 بوضع (s) R=( )( ) 2 20 1 s 3 s 0 3 s2 s 0 3 s2 s= − +  = − +  = + − −  

1 s 3 s= − =                        
(s)إشارة ملاحظة من Rالمجاور  الشكل من     : 

 على متزايد( س) ق منحنى يكون   1 3−    

 على متناقص و      1 3 − − 
( )

1 2
3 R

6 12
− −
= =  قيمة صغرى محلية  −

( )
1 2

1 R
2 4
=  قيمة عظمى محلية           =

 
 

        الحل 

        الحل 
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)اذا كان  السؤال الرابع : )− − =3H s3 s s r  يحقق شرط نظرية رول على −H1 جد قيمة / قيم الثابت أ 
           

               ( ) ( )33 R 1 RH H H H 3 1 H− − =  = −− + −   
                 30 2 H3 H = −   ) باستخدام القسمة المطولة( −

           ( )( )2 10 2 H H H+ = − −   

           ( )( )( )1 2 0 1 H 2 H 1 HH H− = =  = + − + 
1فإن  Hبالتحقق من قيم              H−  مرفوضة لأنها لا تحقق الشرط . =

 
 
 

)اذا كان  السؤال الخامس : )+ − − =2 35 s9 s3 s s r  معرفا في الفترة −6  جد : 2

)القيم القصوى المطلقة للاقتران  (أ )s r . 

            ( )s R . متصل على مجاله لأنه كثير حدود 
      ( )s R  قابل للاشتقاق في الفترة 6 2− 

      ( )26 2 s 9 s6 s3 s R− − − = 
)بوضع     )( ) ( )2 20 1 s 3 s 0 3 s2 s 0 9 s6 s3 0 s R= + −  = − −  = − −  =  

    1 s 3 s− = =    
هي  قيم س التي يكون عندها قيم حرجة مجموعة  ∴      6 2 1 3− −                             
     ( )3 2 R= −    ،( )10 1 R= −  ،( )22 3 R− =  ،( )59 6 R= 

)أكبر قيمة للاقتران هي     )59 6 R= ←( )59 6 R=  مطلقةعظمى هي قيمة 
)أصغر قيمة للاقتران هي      )22 3 R− = ←( )22 3 R−  مطلقةصغرى هي قيمة  =
 

)فترات التقعر للأعلى والأسفل لمنحنى الاقتران  (ب )s r 

            ( )6 2 s 6 s6 s R− − = 
)بوضع        )1 s 0 6 s6 0 s R=  = −  = 

)من ملاحظة اشارة     )s R  في الشكل المجاور 

)يكون منحنى      )s R في الفترة مقعر للأعلى  6 1     
 في الفترة مقعر للأسفل و   1 2−  
 

        الحل 

        الحل 

        الحل 

2

3

2 3

2

2

2 H H

1 H2 H3 H
H H

2 H3 H
H H

2 H2
2 H2
0 0

− −

+ − −
+

− −
−

− −
− −
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)نقط الانعطاف , وزوايا الانعطاف لمنحنى الاقتران  (ج )s r 

           ( ) ( )( )6 1 1 R−  التقعر . اتجاه متصل ، وعندها يغير من R(s)هي نقطة انعطاف  لأن  =
 لإيجاد زاوية الانعطاف :        

)هي زاوية الانعطاف عند    هـ  نفرض أن         )6 1− 

       ( ) ( )1

112 I 12 1 R I− − =  − = =  
 

شكل المجاور , الذي يمثل منحنى معتمدا على ال:السؤال السادس 

( )s r : جد  

)فترات التقعر للأعلى والأسفل لمنحنى الاقتران  (أ )s r 

            ( sق(   تينمتزايد في الفتر    1 2 − − 
 )والمماس عندها يصنع زاوية حادة(                

)ومنها      )0 s r  تين في الفتر   1 2 − − 
أي أن : ق)س( مقعر للاعلى في الفترتين           1 2 − − 

          ( sق(  ة في الفتر  ناقصمت 1 2− 
 (منفرجة )والمماس عندها يصنع زاوية                

)ومنها      )>0 s r  ة الفترفي 1 2− 
ة الفترأي أن : ق)س( مقعر للاسفل في         1 2− 

  
 الاحداثيات السينية لنقط الانعطاف  (ب

2   عند كل من            s 1 s− = )لانه يوجد مماس افقي للاقتران  = )أي أن :  sق( ) 0ق s=  
 . حيث عندها الاقتران متصل ويغير اتجاه تقعرهعند كل من النقطتين            

 
)اذا كان الاقتران  السؤال السابع : )s r كثير حدود معرفا في الفترة 6 ويقع منحناه في الربع الأول , ومتناقصا 2

)على مجاله , وكان الاقتران  )− =s 8 s i  بين أن الاقتران( )( ) ( ) =s i r s متناقصا في  ; 6 2 . 
 متصل وقابل للاشتقاق  ق)س( كثير حدود              
          ( )s R   يقع منحناه في الربع الأول  ( )1 6 2 s 0 s R     

          ( )s R  في الفترة متناقص  6 2   ( )2 6 2 s 0 s R   
 

 

        الحل 

        الحل 

        الحل 

        الحل 
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 س 10

( )s 8 s I− نبحث في اشارته على الفترة  = 6 2  
      8 s 0 s 8=  = −   

  ( )3 6 2 s 0 s I     

( )1 s I−   )ثابت(   =

( )( ) ( )s I R s ; = ،( )s متصل في الفترة; 6  اقترانين متصلين( حاصل ضرب)لأنه  2
( )s قابل للاشتقاق في الفترة ; 6 2 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )s R s I s I s R s ;   +  =    

( ) ( ) ( )1 s ;− = − + − = +  − + +  − =      

  ( )6 2 s 0 s ;    ( )s ;متناقص  6 2 s 
 

 
 سم ؟ 10أكبر مخروط دائري قائم يمكن وضعه داخل كرة نصف قطرها  أبعاد ما  السؤال الثامن :

)حجم المخروط                 )2 2s 10 p u
3 3
 

+ =  = 
2لكن               2100 s=  ) نظرية فيتاغورث(  +

       2 2s 100− =  
 في ح2بالتعويض بقيمة    

   ( )( )2s 10 s 100 p
3


+ − =  

   ( )3 2s s10 s100 1000 p
3


− − + = 

    ( )2 s3 s20 100 p
3
 − − = 

20بوضع     s3 s20 100 0 p= − −  = 

   ( )( ) 20 10 s 10 s3 0 100 s20 s3= + −  = − +  
10إما    

s 0 10 s3
3
=  = 10أو      − s 0 10 s− =  =  )مرفوض( +

 باستخدام اختبار المشتقة الثانية:  

    ( ) ( ) ( )
60 10

0 20 p s6 20 p
3 3 3 3

 
 − − =  − − = 

     10عندما
s

3
10قيمة عظمى  )أي أن حجم المخروط أكبر ما يمكن عندما  =

s
3
= 

10عندما    
s

3
= ( )= − = − = − = 

2
2 2800 100 10

100 100 s 100
9 9 3

  

         الحل 

)+ + + +  اشارة  0 ----- )s I 

        8 
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= 
202 800

3 9
  

= + = + = 
40 10

10 s 10 u
3 3

  

=الابعاد هي   .
10

s
3    ،=

202
3

  ، =
40

u
3

 
 

)اذا كان  السؤال التاسع : ) ( )
   + − =
 

0 s s3 s i s s r
2

)حيث   )s i  قابل للاشتقاق , أثبت أن

)الاقتران  )( )+s i r . متزايد في تلك الفترة 
                ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )s I s3 s I s s I s R s I R+ + − = + = + s3 s+   

)نفرض أن            ) ( ) ( )( )s s3 s s ; s ; s I R
2
  + =  = +
 

 

      ( )s متصل في الفترة ;
2
 
 

       

    ( )s قابل للاشتقاق في الفترة  ;
2
 
 

 

    
( )s 3 s s ;

2
  + − = 
 

 

)بوضع      )3 s 0 3 s 0 s ;=  = + −   )مرفوض( =

       ( )0 s 0 s ;
2
    
 

 

)ومن ملاحظة إشارة      )s ; :في الشكل المجاور 

   ( )s في الفترة متزايد  ;
2
 
 

       

   ( )( )s I R+  في الفترة  متزايد
2
 
 

      

 

  

        الحل 
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 , المعرفين على  ـالشكل المجاور يبين منحنى الاقترانين ق , ه  السؤال العاشر :

بين أن الاقتران
( )

( )

s r
s i

 . هو اقتران متزايد على  

)الاقتران  من الرسم نلاحظ أن            )s I : 
   ( )s I (1)حيث زاوية المماس عندها منفرجة لاحظ الشكل  اقتران متناقص 

       ( )0 s i   

   ( )s I يقع في الربع الأول  ( )0 s i  
)الاقتران  من الرسم نلاحظ أنو           )s R : 

   ( )s R (1)حيث زاوية المماس عندها منفرجة لاحظ الشكل  اقتران متزايد 

    ( )0 s R   

  ( )s R يقع في الربع الأول  ( )0 s R     

  ( )s R مقعر للأعلى  ( )0 s R  
 لآن بفرض أن : ا  

)فإن :    ) ( ) ( ) ( )

( )( )
( )2

s I s R s I s R
s ;

s I

  − = 

  ( )s ;
−  −   = = = 

 
 

  
( )

( )
( ) ( )

s R
s ; 0 s ;

s I


=     متزايد على f H 

 
 

)اذا كان  السؤال الحادي عشر : )s r  كثير حدود من الدرجة الثالثة , جد قاعدة الاقتران( )s r اذا علمت أن النقطة

)( هي نقطة قيمة صغرى محلية , وأن النقطة 1 -,2) )هي نقطة انعطاف للاقتران  0( )s r . 
 

) محلية للاقتران( هي نقطة قيمة صغرى 1∵         )s r( ) ( )0 2 R 1 2 R= − =  

         ∵ ( )هي نقطة انعطاف للاقتران  0( )s r( ) ( )0 0 R 3 0 R= =  

       ( )2 3] s[ sf s s RH+ + + = 

 f h

 f h
 

        الحل 

        الحل 
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      ( )2[ sf2 s 3 s RH + + =( )f2 s 6 s RH + =   

     ( )3 } 3 0 R=  = 

( )0 f 0 f2 0 0 R=  =  = 

( )0 ] [2 f4 8 1 2 RH= + + +  − =  

)بالتعويض عن قيمة د و ب  )1 2 [ 4 4 [2 8H H− = +  − = +  

   ( )0 [ f4 12 0 2 RH = + +  = 

)بالتعويض عن قيمة ب    )2 0 [ H12= +  

1( 2( من معادلة )1بطرح معادلة )  
2

4
H H8=  = 

1 ( ينتج :1قيمة ) أ ( في معادلة )بالتعويض عن   
3 [ 2

4
[ 4− =  − = +  

   
( )3 1

3 s3 s s R
4

+ − = 

 
 

م , يحيط بميدان على شكل مستطيل في كل من طرفيه نصف دائرة . ما  400مسار للسباق طوله  السؤال الثاني عشر :

 أبعاد المستطيل التي تجعل مساحته أكبر ما يمكن ؟
            

 س + محيط الدائرة2= محيط المسار      

               400 '2 s2= + = 
              200 ' s= +   

                 ( )1 ' 200 s− =  
)مساحة المستطيل )م(     )' 200 2 s 2− = = 
2مساحة المستطيل )م(     '2 400= 

                        '4 400 L=  
100بوضع    

0 '4 400 0 L
'

=  =  = 

        الحل 
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 باستخدام اختبار المشتقة الثانية    
        0 '4 L 100 فإن   =

'
 عندها قيمة عظمى محلية   =

         100
100 ' 200 s

'
=  − = 

200العرض         100  = س طول ال         100
2 2

' '
=  = = 

 
سم , صنع منه مثلثان كل منهما متساوي الاضلاع , ما طول كل من المثلثين  18سلك طوله  : رالسؤال الثالث عش

 ليكون مجموع مساحتيهما اصغر ما يمكن .
   s3=محيط المثلث الأول ومنه  s=يكون ضلع المثلث الأول                

    w3=ثانيومنه محيط المثلث ال w= ثانييكون ضلع المثلث ال               

= 18ص =  3س +  3حيث طول السلك = محيطي المثلثين =   + 6 w s  

                            − =w 6 s  

    من معلومية مساحة االمثلث =
1
2

 جيب الزاوية المحصورة بينهما×طول الضلع الثاني× طول الضلع الاول  

  مساحة المثلث الأول                      =
1

60 s s
2

      2=   الأول المثلث مساحة 3
s

4
S 

   مساحة المثلث الثاني                      =
1

60 w w
2

     2= الثاني المثلث مساحة 3
w

4
S 

 اصغر ما يمكن . مجموع مساحتيهماطول كل من المثلثين ليكون     : المطلوب
 = ممنه نوجد مجموع مساحتيهما                

        + =2 23 3
w s L

4 4
S S     1 بالتعويض من   

( )+ − =2 23 3
w w 6 L

4 4
S S  =( ) + + − 

2 2 3
w w w12 36

4
S  

         ( )+ − =2 336 w12 w2 l
4

 بالاشتقاق بالنسبة ل ص :  

( ) − =312 w4 L
4

 =−3 w3 3  

 

 س        الحل 

 ص
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   3 =  ص ومنه     0=  /بوضع  م

الاولى المشتقة اختيار باستخدام
 

 في الشكل المجاور: lومن ملاحظة إشارة

  
3= يكون عند   w صغرى محلية  قيمة  

 ومنه يكون مجموع مساحتيهما اصغر ما يمكن .  3  = س  تكون   1بالتعويض  في   
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 الملخص : الأول القسم

هي تنظيم مستطيل الشكل لمجموعة من الأعداد على هيئة صفوف وأعمدة محصورين بين  المصفوفة :

قوسين   

 .....  وتسمى الأعداد داخل المصفوفة مدخلات ب  ويرمز لها بأحد حروف الهجاء أ 

 

 ملاحظات : 
نتتحدد رتبة المصفوفة بعدد الصفوف وعدد الأعمدة فيها   (1 l   حيثl عدد الصفوف 

 ) تأمل الشكل المقابل (  عدد الأعمدة  ن      

 عدد أعمدتها  ( عدد مدخلات المصفوفة = عدد صفوفها 2

 ( تتحدد أي مدخلة في المصفوفة بحسب الصف والعمود الواقعة فيهما 3

 مصفوفات خاصة :

 lهي المصفوفة التي يكون فيها عدد صفوفها = عدد اعمدتها =  المصفوفة المربعة :(  1

 ( l) تسمي مصفوفة مربعة من الرتبة  

: مثلا           
1 2

9 3

− 
 
 

 هي مصفوفة مربعة من الرتبة الثانية    

idهي مصفوفة مربعة بحيث مصفوفة الوحدة : (  2

i d 1
l

i d 0

= 
=

 
 lيرمز لها بالرمز      

2:  مثلا          

0 1
l

1 0

 
= 

 
 هي مصفوفة وحدة من الرتبة الثانية  

 هي المصفوفة التي جميع مدخلاتها أصفار المصفوفة الصفرية ) و( : ( 3

: مثلا          
0 0 0
0 0 0
 
  

3هي مصفوفة صفرية من الرتبة   2 

 هي المصفوفة المكونة من صف واحد مصفوفة الصف : ( 4

 

 :مثلا         3 2 1 w− 3هي مصفوفة صف من الرتبة  = 1 

 

 المصفوفات الدرس الأول
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 هي المصفوفة المكونة من عمود واحد مصفوفة العمود : ( 5

:  ثلام         

2

2 w

1

− 
  =
 
  

1هي مصفوفة عمود من الرتبة   3 

 

idiهي المصفوفة المربعة س بحيث المصفوفة القطرية : ( 6 d 0 s  = 

:  مثلا        

11

22

33

0 0 s

0 s 0 s

s 0 0

 
  =
 
  

idiحيث نسمي لقطر الذي مدخلاته   d s=   بالقطر

 sالرئيسي للمصفوفة 

 هي المصفوفة المربعة التي تكون مدخلاتها التي تحت القطر الرئيسي أصفاراالعلوية :  المصفوفة المثلثية( 7

:  مثلا        

31 21 11

32 22

33

s s s

s s 0 s

s 0 0

 
  =
 
  

 

 

 تعريف : 
وكانت مدخلاتهما المتناظرة  ب  اذا كان لهما نفس الرتبة   تساوي مصفوفتين : تتساوى المصفوفتين أ 

 متساوية 

=   idأ) أ = ب اذا وفقط اذا كان  iلجميع قيم    idب  d) 
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 الكتاب تمارين حلول : الثاني القسم

ينتج مصنع ألبان نوعين من العبوات حجم كبير, وحجم صغير, فإذا كان لهذا المصنع فروع في كل من: :  السؤال الأول

 الخليل وطولكرم وغزة, وكان عدد العبوات التي ينتجها كل فرع يوميا كما يأتي:

 عبوة من الحجم الصغير. 900عبوة من الحجم الكبير , 800فرع الخليل: 

 عبوة من الحجم الصغير. 450عبوة من الحجم الكبير , 600كرم: فرع طول

 عبوة من الحجم الصغير. 650عبوة من الحجم الكبير , 750فرع غزة:

 نظم المعلومات السابقة بمصفوفة, بحيث تمثل الصفوف فيها أنواع العبوات, ثم اكتب رتبتها؟ : فرع أ 

           

750 600 800

650 450 900

 
 
    

3الرتبة   2  

 

 ماذا يمثل مجموع مدخلات العمود الثاني؟ : فرع ب

1050تمثيل مجموع انتاج فرع طولكرم                 450 600= +  عبوة  =

 

  إذا كانت ؤال الثاني :سال

 

4 5 2
s 2 6

H7 s 1
7 20 3

− 
  =− 
    

  المصفوفة أرتبة  فرع أ :

              

3الرتبة                  4  

 

 

)قيمة  فرع ب : )12 31H H+ 

 

         
     12 312 6 4 h h= + − = +  

 

)قيمة س بحيث أن فرع جـ : )3

2327 H= 

           

             
3 33 s 3 s 3 27 (s )− =  = − = = − 

 

 

 الحل 

 الحل 

 الحل 

 الحل 

 الحل 
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إذا كانت السؤال الثالث :
210 2 1 s 2

1 s 5 2 5
+   =−      

 ., فجد قيمة/ قيم س

 بما أن المصفوفتان متساويتان إذن مدخلاتهما المتناظرة متساوية , ومنها :             

         
   3 s 1 s 2=  − =     

    
2 2 23 s 9 s 1 10 s 10 1 s =  =  − =  =  السالب مرفوض    +

 

بحيث تعطي مدخلاتها حسب العلاقة 2كون مصفوفة مربعة من الرتبة  السؤال الرابع :
i d

id2 H− = . 

               
21 11

22 12

h h
h

h h

 
= 

 
        

i d

id2 h− =     

1 1

11

2 1

21

1 2

12
2 2

22

1 2 h
1

2 h
2
2 2 h

1 2 h

−

−

−

−

= =

= =

= =

= =

    

1
1

2 h
1 2

 
  = 
  

  

 

 

السؤال الخامس :
 
إذا كانت 

1 5 2
H5 3 6

−  =−  
 2×3, فجد المصفوفة ب من الرتبة   

diبحيث أن            idf H= لجميع قيم ي , هـ . 

                

  

31 21 11

32 22 12

1 5 2h h h
h h

5 3 6h h h

−   
=  =   −  

    

11 11

12 21

13 31

21 12

22 22

23 32

2 f h
5 f h
1 f h
6 f h
3 f h
5 f h

− = =
= =
= =
= =
− = =
= =

          

21 11

22 12

23 13

6 2 f f

3 5 f f f

5 1 f f

−   
  − = = 
  
     

 

     

 ملاحظة: )قلب الصفوف أعمدة(                      

 

 

 

 

 

 

 الحل 

 الحل 

 الحل 
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   اثرائية :اسئلة الثالث القسم

 

 الجواب  القسم الأول : اختر الاجابة الصحيحة #

1 
إذا كانت

1 7 3
2 8 5 H
4 10 6

− 
− = 

  

13فإن   32H H=  

 10-  د(                 30ج(              12-ب(                     12 (أ

 ب

2 
إذا كان 

216 w
8 w2

   =−      
, فإن قيمة ص =  

 

أ(           4 ب(               −4 4 ج(             2 4            )د 4−
 

 د

3 
إذا كان 

2

2

2 9 2 s
1 6 1 s s

   =
   −   

, فإن قيمة س هي: 
 

أ(           3 ب(                −3 3 ج(          2 2 د(      −3 3
 

 د

إذا كانت  4 
7 1

H 0 1 25 f9 16
  = − =−  

)فإن قيمة  )2

2211
Hf= −

 

 31fد(         −12Hج(                 21fب(                        12Hأ(           

 ج

 مصفوفة الوحدة من بين المصفوفات الآتية هي: 5

1أ(             0
0 1
 
  

)ب(    )2 1 0
0 1
− 

  
)ج(    )20 1

1 0
− 

  
)د(   )

( )

2

2

0 1

1 0

− 
 − − 

 

 

 

 

 ج

إذا كان  6
s3 16 3 2

2 1 w 2 1
   =+  −    

w, فإن قيمة   s+:هي 

 4-د(                     2-ج(                    4ب(                          2أ(           

 

 

 أ

 المصــــــــــــــــــــــــفوفة                                    
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   تفوق :اسئلة الرابع القسم

إذا كان  7
w s 43 4

2 s2 l 8
+   = − −      

l, فإن قيمة   w :على الترتيب هما 

  7-,    2-د(             2-,   7ج(         2,    7ب(                  2,    4-أ(            

 

 ج

# 
 الجواب  القسم الثاني :  أجب عن الأسئلة الاتية

1 
بحيث:  4×  3اكتب المصفوفة أ من الرتبة 

d

id

I d 2
I d 1 H
I d i5

 
= − =
 

 

 

الاجابة : 

20 15 10 1
20 15 1 4
20 1 8 8

− 
− 

−  

 

2 

إذا كان 
−   =

  +    

3 31 8 1 w s
2 4 w s 4

, جد قيمة المقدار  

2 2w ws s+  ؟ −

2 

 

3 
إذا كان 

2 21 8 1 w s
2 4 w s 4

+   =
  +    

, جد قيمة المقدار 

( )3 w s−؟ 

 

64 

إذا كان  4  3 24 8 25 w sg =   جد قيمة المقدار ,

g w s+  ؟+

 
 
 

23  ,13 

 الجواب  الاتية أجب عن الأسئلة #

إذا كان  1
5 31 f2 2 H

2 ]3 3 H16 [

−+ −   
=   − −  

[جد قيم    [ f H  

 

f H

6 ] [

= =

= =
  

2 
إذا كان 

3 9 f H f H

5 7 ]2 f H [ f H

− − +  
=    + − + +   

[جد قيم    [ f H 
6 f 3 H

4 ] [

= =

= =
 

3 
التي تحقق   sجد قيمة 

2 3

2

s4 0 s s4 s

3 u 3 4 s

−  
=    +   

 

 
        0 s= = 
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 الملخص : الأول القسم

 جمع المصفوفات :      

 

 
kب مصفوفتين من الرتبة  اذا كان أ  l  فان جـ = أ + ب هي مصفوفة من الرتبةk l   

)        ب أ  حيث مدخلاتها ناتجة من جمع المدخلات المتناظرة في كل من )= idأ id idf [+   

 

 ضرب المصفوفة بعدد حقيقي :      

 

 
kاذا كان أ  مصفوفة  من الرتبة  l   مصفوفة حيث جـ هي فان ك أ = جـ  وكان ك عددا حقيقيا 

kمن الرتبة  l   : وتكون  مدخلاتها ناتجة منi d i dh ;  هــ لجميع قيم ي   =]

 

 

 طرح المصفوفات :       

 

 
kب مصفوفتين من الرتبة  اذا كان أ  l  ب ( -ب = أ + )  –فان أ 

 

 

 خصائص جمع المصفوفات وضربها بعدد حقيقي : 

 

kجـ مصفوفات من الرتبة  ب  اذا كان أ  l  وكانتp ; : فان 
  ) التبديل (         ( أ + ب = ب + أ                 1
  ) التجميع(( ) أ + ب( + جــ  = ب +) أ + جـــ (      2
 المحايد ( مصفوفةأ                         ) ال( أ + و = و + أ = 3
 ) النظير الجمعي (أ ( + أ = و            -أ ( = )  -( أ + ) 4
  د حقيقي على جمع المصفوفات () توزيع الضرب بعد أ + ب ( = ك أ + ك ب          ( ك )5

 الثاني العمليات على المصفوفات / تدريباتالدرس 

 

 

 

 

مكتبة الملتقى التربوي
مكتبة الملتقى التربوي
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 ضرب المصفوفات :      

 

 
kاذا كانت أ مصفوفة من الرتبة   l   ب مصفوفة من الرتبةg k  فان حاصل الضرب 

gالرتبة  حيث جــ مصفوفة من أ . ب = جــ  l و حوتكون مدخلات المصفوفة جـ على الن 

 

                  ik kd i2 2d i1 1d idf h f h f h [ + +  +  =
 

 
 

 

 

 

 خصائص عملة الضرب على المصفوفات : 

 

 

 المصفوفة المحايدة   lوالجمع معرفتان  جـ مصفوفات حيث أن عمليتي الضرب  ب  اذا كان أ 

p ;  : فان 
 ) الخاصية التجميعية ((  ) أ . ب ( . جـ = أ . ) ب . جـ (                  1
 ( ) توزيع الضرب على الجمع من اليمين        (  أ. ) ب + جـ ( = ) أ . ب ( + ) أ . جـ  (2
 ) توزيع الضرب على الجمع من اليسار (       ( ) أ + ب ( . جـ = ) أ . جـ ( + ) ب . جـ ( 3
 أ                                    )   العنصر المحايد لعملية ضرب المصفوفات ((  أ . م = م . أ = 4
 ( ك ) أ . ب ( = ) ك أ ( . ب = أ . ) ك ب ( 5
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 الكتاب تمارين حلول : نيالثا القسم

إذا كانت  السؤال الأول :
5 3 2

H2 6 1
−  =

  
 ،

6 1 4
f8 5 2

−  =
  

 فجد: 

 ب2 –أ 3أ  ،  2ب+  فرع أ :

         

    

5 3 2 6 1 4
2 h2 f

2 6 1 8 5 2

− −   
+ = +   

   
 

    

16 5 0 10 6 4 6 1 4

12 17 4 4 12 2 8 5 2

− − −     
= + =     

     

 

  

   

    

 

6 1 4 5 3 2
2 3 f2 h3

8 5 2 2 6 1

12 2 8 15 9 63 11 14

16 10 4 6 18 310 8 1

− −      
− = −      

      
− −−     

= − =     − −     

 

 

إذا كانت    فرع ب  :
1 5 1 4

} [5 2 4 2
−   = =−      

2L9فبين أن    } [= +  

{الطرف الأيمن=               [= +
0 9 1 5 1 4

9 0 5 2 4 2

−     
= +     −     

  

                   
2

0 1
L9 9

1 0

 
= = 
 

   = الطرف الأيسر

 

2فية: حل المعادلة المصفو السؤال الثاني :

5 1
L s s3 22 5

− + = −
  

 مصفوفة وحدة من الرتبة الثانية(  2L) حيث 

              
0 1 10 2

s s3
1 0 4 10

−   
+ = −   

           

                 

0 1 10 2
s s3

1 0 4 10

−   
+ + =   

    

                

0 1 10 2
s4

1 0 4 10

− −   
= +   −    

 الحل 

 الحل 

 الحل 

باضافة نظير الجمعي للمصفوفة 
0 1

1 0

 
 
 

 

 الى طرفي المعادلة 



 لاولالفصل ا-سلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمى

 اعداد 162 أ. سليم السيقلي        أ. بلال أبو غلوة         أ. آلاء الجزار            أ. آلاء البرعي                        

       
10 1

s4
3 10

− 
=  
  

  

10 1
10 14 4 1

s s
43 103 10

4 4

− 
−   =  =    

  

  

 

إذا كانت السؤال الثالث :
5 2

[3 1
−  =

  
 ) و مصفوفة صفرية ( وأ+جـ= 2فجد المصفوفة أ بحيث 

              
0 0 5 2

h2 , [ h2
0 0 3 1

−   
= +  = +   

   
 

0 05 2 5 2 5 2
h2

0 03 1 3 1 3 1

− − −      
+ = + +       − − − −      

 

5 2
, h2

3 1

− 
= +  − − 

 

5 2
h2

3 1

− 
=  − − 

 

5
1 5 22 1

h h
23 13 1

2 2

 − −   =  =    − −− −  
  

 

 

جد قيم س ، ص الحقيقية التي تحقق المعادلة: السؤال الرابع :

0 0 0
9 3 w 0 s

3 5 3

     
= +     

−          

 

      

         

0 0 0 0 0 0 0 0

9 w3 9 w3 0 9 3 w 0 s

3 w5 s3 3 w5 s3 3 5 3

               
               =  = +  = +
               
− + − −                              

  

  

 

 الحل 

باضافة نظير الجمعي للمصفوفة  الحل 
5 2

3 1

− 
 
 

 

 الى طرفي المعادلة 



 لاولالفصل ا-سلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمى

 اعداد 163 أ. سليم السيقلي        أ. بلال أبو غلوة         أ. آلاء الجزار            أ. آلاء البرعي                        

 فان :  من مساواة المدخلات المتناظرة 

 3 w 9 w3=  =
  

 بالتعويض عن قيمة ص لايجاد س : 

    

3 w5 s3
3 3 5 s3

6 s 18 s3 3 15 s3

− = +
− =  + 

− =  − =  − = + 

  

 

إذا كانت السؤال الخامس:
5 3 3 1

w s3 w2 s5 8 11 2
−   = − = +− − −      

 فجد المصفوفتين س، ص

              

 

 

3 1
1 w2 s

11 2
5 3

2 w s3
5 8

 
 = + − − 

− 
 = − − 

 
 2في  (2 )بضرب المعادلة                  

   

 
10 6

3 w2 s6
10 16

− 
 = − − 

  (2المعادلة )مع (  1)جمع المعادلة ب    

  

− −    
=  + =    − − − −     

7 7 10 6 3 1
s7 s7

21 14 10 16 11 2                

− −   
=  =    − −   

1 1 7 7 1
s s

73 2 21 14
 1بالتعويض في المعادلة    

1 13 1
w2

3 211 2

−   
= +   −− −   

 

1 1 1 1 1 13 1
w2

3 2 3 2 3 211 2

− − −       
+ = + +       − − −− −       

 

4 0
w2 ,

8 4

 
= + − − 

 

4 0
w2

8 4

 
= − − 

                 

2 0 4 0 1
w w

24 2 8 4

  
=  =   − − − −   

 

 

 

 الحل 

باضافة نظير الجمعي للمصفوفة 
− 

 − 

1 1

3 1
 

 الى طرفي المعادلة 



 لاولالفصل ا-سلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمى

 اعداد 164 أ. سليم السيقلي        أ. بلال أبو غلوة         أ. آلاء الجزار            أ. آلاء البرعي                        

 

 

 

 

 إذا كانت أ، ب، جـ مصفوفات بحيث أن أ. ب= جـ فما رتبة ب في كل من الحالات الآتية: السؤال الأول :  

4 فرع أ  :  2 5 2[ H  

                 [ f h

4 2 4 5 5 2

= 

  

 

4رتبة المصفوفة ب هي                    5 

 

5   فرع ب : 3 3 3[ H  

               [ f h

5 3 5 3 3 3

= 

  

 

5رتبة المصفوفة ب هي                3 

 

إذا كانت  السؤال الثاني :

4 1 5 42 6 5
5 3 [ f H1 27 0 4
2 2

−  −   = = =  −       

 فجد ما يأتي: 

f  ا(                         h               ) بf [             ) جh h 

 

f  فرع أ:  h    

                

fفيكمن ايجاد  fف المصفوفة يساوي عدد صفو hبما أن عدد الأعمدة للمصفوفة                  h : 

 
5 42 6 5

f h
1 27 0 4

−   
=    −  

 

 
27 24 40 35 8 0 24 20 20 7 5 2 4 0 5 6 4 4 5 5 4

11 12 6 7 4 0 12 4 10 7 1 2 2 0 1 6 2 4 1 5 2

+ − + +  + −  +   +      
= = =     − − + + − + −  + − −  +  −  +  −     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 2-3الثاني/ تمارين الدرس 

 الحل 

 الحل 

 الحل 



 لاولالفصل ا-سلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمى

 اعداد 165 أ. سليم السيقلي        أ. بلال أبو غلوة         أ. آلاء الجزار            أ. آلاء البرعي                        

f فرع ب: [ 

fفيكمن ايجاد  fي عدد صفوف المصفوفة يساو ]بما أن عدد الأعمدة للمصفوفة                    [ : 

 

          

    

4 1
2 6 5

5 3 f [
7 0 4

2 2

− 
−    =     

  

 

    

30 6 11 28 2 0 6 16 5 7 4 2 1 0 4 6 1 4 4 5 1

29 18 35 35 6 0 18 20 15 7 5 2 3 0 5 6 3 4 5 5 3

10 12 18 14 4 0 12 8 10 7 2 2 2 0 2 6 2 4 2 5 2

− − − + − + − +  − + −  − +   − +      
     = + − + + =  + −  +   + 
     

+ − + +  + −  +   +           

 

 

 

 

h:   فرع جـ h
 

                  

hفيكمن ايجاد  hيساوي عدد صفوف المصفوفة  hبما أن عدد الأعمدة للمصفوفة  h :

 

            

    

1 5 5 4 2 5 4 4 5 4 5 4
h h

1 1 5 2 2 1 4 2 1 2 1 2
25 6

9 10

 +  − +      
= =       +  − − +  − − −     

 
= − − 

 

 

جد قيم س ، ص بحيث  السؤال الثالث :

6 164 20 5 s 3
w 434 5 2 4 1
8 5

 
   =  − − −        

 

           
     

64 20 40 ws 18 25 s4 3
34 5 16 w4 6 10 16 1

+ + + +   =
− − + − − + −      

 

               

64 20 58 ws 28 s4
34 5 22 w4 5

+ +   =
− −          

 

 من تساوي المدخلات المتناظرة :

2 s 8 s4 20 28 s4− =  − =  = + 

3 w 12 w4 34 22 w4− =  − =  − = − 

 

 

 

 الحل 

 الحل 

 الحل 



 لاولالفصل ا-سلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمى

 اعداد 166 أ. سليم السيقلي        أ. بلال أبو غلوة         أ. آلاء الجزار            أ. آلاء البرعي                        

إذا كانت  السؤال الرابع : 
5 46 2
2 1 1 3 2 s2 1
3 0

 
  − = −     

  ، 8 7 w==ص5فبين أن س 

         

      

 
6 2

3 1 2 3 5 2 0 1 1 3 4 2 s
2 1

 
 − +  +   −+  +  = − 

 

   
     

6 2
40 35 2 13 6 11 1 13 2 11 13 11

2 1

 
= − +   +  = = − 

 
 

     
 w5 8 7 5= = 

 

 

إذا كانت السؤال الخامس : 
2 1 1 2

f H4 1 3 0
−   = =

      
)، فبين أن:  )( ) 2 2f H f H f H+ −  −  

               2
5 4 1 2 1 2

h h (h)
9 0 3 0 3 0

     
= =  =     

     

 

           

2
2 1 2 16 3

f f (f)
4 1 4 118 3

− −     
= =  =     
    

 

             

2 2
1 1 5 46 3

(f) (h)
9 3 9 018 3

−     
= − = −    − −    

 

                    

2 1 1 21 3
f h

4 1 3 01 1

−−     
= − = −     − −     

   

                   

2 1 1 23 1
f h

4 1 3 07 1

−     
= + = +     
    

 

        

2 2 3 1 1 3
(f h)(f h)

10 2 7 1 1 1

−    
= = + −    − − − −     

 

 

نلاحظ أن    
2 2(f h)(f h) (f) (h)+ −  − 

 

إذا كانت السؤال السادس : 
0 1 0 s

f H0 5 1 1
   = =
      

، فهل يمكن إيجاد قيمة/قيم س بحيث أن: 
2f H= 

              
2f h h f (h)=   =  

              

2

0 s 0 s0 1 1 0 0 s 1 0 s s 0 1

1 1 1 10 5 1 1 0 1 1 1 s 1 0 5

0 1 0 s

0 5 1 1 s

 +   +          
=  =          +   +          

  
=    +   

  

0لا يمكن إيجاد قيمة س؛ لأن المصفوفتان غير متساويتان حيث      1    p L=   
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 الحل 

 الحل 



 لاولالفصل ا-سلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمى

 اعداد 167 أ. سليم السيقلي        أ. بلال أبو غلوة         أ. آلاء الجزار            أ. آلاء البرعي                        

إذا كانت السؤال السابع : 
0 1 22 3

[ f H30 11 3
     = = =−   −    

 

{جد المصفوفة د بحيث أن:  فرع أ : f } H= + 

              

             

 

رتبة المصفوفة  ونوا  من نفس الرتبة يجب ان يك  {مع المصفوفة   hحتى يصبح جمع المصفوفة   =1 2 ] 

بفرض أن المصفوفة  
s

]
w

 
= 

 
 

 

s 2 s s 2w 2 s 3 2 3
} f } h

w 3 w w 3w 0 s 1 0 1
s 2w2 s3

w 3s

+ +           
=  = +   = +          + − − +            

++   
=    + −  

 

  من تساوي المدخلات المتناظرة : 

  1 1 w s 2 w2 s2 w2 s3 s 2 = +  = +  + = +  

   − = −  = + −2 3 w s s w  ( 2مع المعادلة  1بجمع المعادلة   )       3

  1 s 2 s2− =  − =(   1بالتعويض في المعادلة  )  = 2 w 
1

}
2

− 
=  

 
 

 

 

بين أن:  فرع ب :
3[ [= 

            

3
0 1 0 1 0 1 0 11 0 0 1 3 0 1 1

[ [ [ [
1 1 1 13 3 3 31 1 0 3 3 1 1 3

− +   +         
= =   =        − − − −− −+   −+         

 

   

0 1 0 1 0 1
[

1 1 1 03 3

     
= = =     − −     
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 لاولالفصل ا-سلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمى

 اعداد 168 أ. سليم السيقلي        أ. بلال أبو غلوة         أ. آلاء الجزار            أ. آلاء البرعي                        

   اثرائية :اسئلة الثالث القسم

 

 الجواب  القسم الأول : اختر الاجابة الصحيحة #

1 
]اذا كانت  f h  مصفوفات حيث[ f h  وكانت رتبةf  3تساوي 2   ورتبة

3 2 [  هي :  hفان رتبة  =

3 (أ 2             )2ب 3             )3ج 3         )2د 2 
 د

2 
اذا كانت 

1 5 2 1
f h

2 1 4 3

   
= =   − −   

f31فان   (f h)32 h33+ + − 

 يساوي 

  
    

أ(             

 

6 3

2 2

 
 
     

ب(     
1 4

6 4

− 
 
 

ج(    
1 4

2 2

− 
 
 

د(   
4 1

6 4

 
 
  

 ب

3 
اذا كان 

1 2
1 14 s 32

0 1 1 5 42 19
2 w

− 
−     =      − 

  

wفان قيمتي   s : هما 

           
أ(         

     
9 8

6ب(              10ج(          1 5 د(      9 4
 

 ب

4 
التي تجعل : sمجموعة قيم    

5
19 s 2

s

 
=  
 

 هي  

  
أ(                  4 ب(         5 3 ج(      −3          )د 6

 
 ب

2اذا كانت  5 2 3 2 2 3[ f h    أي العمليات الآتية يمكن اجرائها 

] (أ f h+        )ب[ h f    )جf [ h+     )دh h f+  
 

 

 ب

6 
اذا كانت 

w 2 5 23 4

5 1 s 17 2

     
= +     − − −−     

wفان    s= + 

 −5د(               0ج(                 5ب(              10 (أ

 

 

 أ

    العمـــليات علـــى المصـــفوفات                            



 لاولالفصل ا-سلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمى

 اعداد 169 أ. سليم السيقلي        أ. بلال أبو غلوة         أ. آلاء الجزار            أ. آلاء البرعي                        

]اذا كانت  7 f h  1نيث أنبحمصفوفات 2 1 d 2
[ f H  

   نفانd+  تساوي 

 5د(               4ج(                 3ب(                  2أ(                         
 د

]اذا كانت  8 f h  يث تكون عملية الجميع والطرح معرفتين وكان ك عدد حقيقي بحمصفوفات
  لصحيحة فيما يلي هي : فان العبارة ا

]أ ( اذا كان  h f h  فان[ f= 

hب( f f h 

)ج(  ) ( )f; h; (f h);= 

)د(  )[ f [h [ f h+ = 

 

 د

1 
اذا علمت ان 

−  −
= − 

4 1 1
h

22 التي تحقق  sجد المصفوفة 0

21 2
s h h3 s

3 3
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8 10
s

4 0

− 
= 

 
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اذا كانت 

5 0 1 1
f h

1 2 2 2

  
= =  

   
فجد قيمة  
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3 4

 
 
 

 

 



 لاولالفصل ا-سلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمى

 اعداد 170 أ. سليم السيقلي        أ. بلال أبو غلوة         أ. آلاء الجزار            أ. آلاء البرعي                        

 

3 
اذا كانت المصفوفة

8
h

2

 
= − 

فجد قيمة ب بحيث  

0
f2 h3

0

 
= + 

 
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f

3

− 
= 

 
 

اذا كانت  4

0 1 2 4 2 3
[ f h

3 0 0 2 5 4

−    
= = =    − −     

 

3]حل المعادلة المصفوفية  h f s2+ = +:   
 

0 2
s

2 3

− 
= − 
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 ل المعادلة المصفوفية :ح

1 1 2 3
s2 s 3

0 1 4 1

   
+ + −    −    

 

7
2
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s
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− −
  =
 −
  

 

 ا كانت : اذ 6

5 1
2 2 43 h

0 3 0 125 5
f 6

 
−     =  −    − 

−  

  

fجد قيمة  H+    

  

2− 
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اذا كانت 

3 2

1 3 h

1 7

 
 −
 
  

123
f0 12

  =−  
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f h 21فأوجد  =] 32[ [ 
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 لاولالفصل ا-سلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمى

 اعداد 171 أ. سليم السيقلي        أ. بلال أبو غلوة         أ. آلاء الجزار            أ. آلاء البرعي                        

 

   تفوق :اسئلة الرابع القسم

 

 

 
 

 الجواب  أجب عن الأسئلة الاتية #

1  

fحل المعادلة المصفوفية التالية  H f3 s2+ = +  

حيث 
0 2 2 31

H f [ [ H
1 2 5 12

−  
− = = =  −   

  

 

5
1

2
s

9 7

2 2

− −
 

= 
− 

  

  

2إذا كان  2 2 3 2 2 3[ f H   ن إجرائهاأي العمليات التالية يمك 

H  (أ [ f+   

] (ب f H+  

] (ج H f+  

f (د [ H  

 (ه
2f [+ 

H (و f [+  

f (ز f [+   

 

[

]

.
 

3 
 إذا كان 

2

2

ws s
p w s H

w ws

 
= 

 
 أثبت أن  

1- 
2H H=  حيث

2 21 w s= + 

2- 
2f f=  حيثH L f− = 

 

  

         

مكتبة الملتقى التربوي
مكتبة الملتقى التربوي



 الفصل الاول-سلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمى

 اعداد 172 زار            أ. آلاء البرعيأ. سليم السيقلي        أ. بلال أبو غلوة         أ. آلاء الج                  

 

 

 

 

 

 

 

 الملخص : الأول القسم

 ربط المصفوفة بعدد حقيقي    :محدد المصفوفة      

 

( اذا كانت   1 11h H=   11فانH H= 

ذا كانت ا(  2
21 11

22 21

H H
H

H H

 
= 

 
  Hويرمز له بالرمز  Hقان محدد   

                

21 11

12 21 22 11

22 21

H H
h h h h H

H H
− = =

 

 

 

( اذا كانت  3

31 21 11

32 22 12

33 23 13

h h h

h h h H

h h h

 
  =
 
  

 

          

    

22 12 32 12 32 22

31 21 11

23 13 33 13 33 23

H H H H H H
h h h H

H H H H H H
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 نظرية :  

 

 بدلالة مدخلات أي صف أو عمود Hفانه يمكن ايجاد  مصفوفة مربعة من الرتبة الثالثة  Hاذا كانت               

 بالمحدد الناتج من تصور شطب الصف ي والعمود هـ واعطاء اشارة لحاصل الضرب  وذلك بضربها             

وفق القاعدة               
i d (1 )+ − 

 

 

 

 

 

 

 

 

 الثالث المحددات الدرس 

 

مكتبة الملتقى التربوي
مكتبة الملتقى التربوي



 الفصل الاول-سلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمى

 اعداد 173 زار            أ. آلاء البرعيأ. سليم السيقلي        أ. بلال أبو غلوة         أ. آلاء الج                  

 

 لمحددات :خصائص ا
 (  1 -( عند تبديل صف مكان صف أو عمود مكان عمود آخر فان قيمة المحدد تضرب بــــــ )  1

: المث                     
4 2 2 4

(1 )
4 1 1 4

− −
− = 

 (  يمكن اخراج عامل مشترك أي من صف أو عمود  2

ال :مث                   
2 5 2 5

6
2 1 12 6

− −
 عامل مشترك من الصف الثاني (  6اخراج  )        =

 

( اذا أضيف لمدخلات أي صف أو أي عمود مضاعفات نظائرها في صف آخر أو عمود آخر فلا تتغير قيمة المحدد  3

        

                   

ال :مث
15 2 6 5 2 3 6 3

15 15
15 5 15 5

 +  +
= =

 

 

 

 

 مصفوفة فان محددها يساوي صفرا  ( اذا تساوت المدخلات المتناظرة في صفين أو في عمودين في4

ال :مث                  

8 6 3

0 9 7 2

8 6 3

= 

 ( اذا كانت المصفوفة مصفوفة مثلثية علوية فان محددها يساوي حاصل ضرب المدخلات على القطر الرئيسي 5

ال :مث                 

31 21 11

32 22

33

h h h

h h 0 h

h 0 0

 
  =
 
  

33فان    22 11h h h h  =  

 (  اذا كان مدخلات أي صف أو عمود كلها اصفارا فان قيمة المحدد تساوي صفرا 6

ال :مث                

0 0 0

0 7 5 2

2 3 1

 
 =
 
  

 

 

 قواعد هامة : 
 

فان مصفوفة مربعة من الرتبة ن  H( اذا كانت  1
ن ; h;=H  حيثp ; 

f( اذا كانت  2 h  مصفوفتين من الرتبة ن فانf h f h = 

 

 

 



 الفصل الاول-سلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمى

 اعداد 174 زار            أ. آلاء البرعيأ. سليم السيقلي        أ. بلال أبو غلوة         أ. آلاء الج                  

 الكتاب تمارين حلول : الثاني القسم

 جد قيمة كل من المحددات الآتية: السؤال الأول : 

            فرع أ :

                       

2 3 4
1 55 6 1 6

2 3 4 1 5 6
2 33 4 2 4

2 3 4

−+ +

−

+ − − =
− −

−

 

                       (5 4 3 6)2 (1 4 2 6)3 (1 3 2 5)4
0 76 48 28 38 2 16 3 7 4

 −−  +  −−  −  −  − =
= + − − =  +  −  − =

  

 

                  فرع ب :
4 2

32 16 16 4 8 8 2
8 8

−
= −− = − −  = 

 

3                فرع جـ  : 3

3 3125 1 5 l 5 l5=  =  =     
   

khالثالثة ) استخدام قاعدة مصفوفة وحدة مربعة من الرتبة  م                             ; h ;=
   
 ) 

 

حل المعادلة الآتية: السؤال الثاني: 

3 1 21 s
5 s 4s 1
3 6 1

−−
= 

           

  

3 1 2
1 s

5 s 4
s 1

3 6 1

+ − +

−
−

=
 

  

( )− − = + − −

+ =  −  +  −  +  − 

+ = − + − + −

+ = − + − + −

= − −  + = +
− = =  = + −

2

2

2

2

2 2

s 4 5 4 5 s
1 s 3 1 2

6 1 3 1 3 6

1 s (s 1 6 4)3 (5 1 3 4)1 (6 5 3 s)2

1 s (s 24)3 (5 12)1 (30 s3)2

1 s s3 72 5 12 60 s6

0 18 s3 s 1 s 19 s3
3 s 6 s 0 (3 s)(6 s)

 

 

 

12فتين مربعتين من الرتبة الثانية بحيث أن إذا كانت أ، ب مصفو السؤال الثالث : f H 54 H3− = =، 

f5فما قيمة   H2+ 

               =  =  =  =26 h 54 h 9 54 h 3 54 h3       

       2 f 12 f 6 12 f h 12 f h− =  − =  − =  − =      

 الحل 

 الحل 

 الحل 

 الحل 

 الحل 



 الفصل الاول-سلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمى

 اعداد 175 زار            أ. آلاء البرعيأ. سليم السيقلي        أ. بلال أبو غلوة         أ. آلاء الج                  

           

      2 2f 25 h4 f 5 h 2 f5 h2+ = + = 2بالتعويض عن قيمة  + f 6 h− = = 

 

                   
26 2 25 6 4− = − +  =

  
 

 

إذا كانت  السؤال الرابع :
2 s

Hs 2
  =
  

، وكان  
3125 H= فما قيمة/ قيم س؟ ، 

       
    

     3125 h h h 125 h h h 125 h=  =  = 

35 h 125 ( h )=  =  

  

2 2 2
2 s

3 s 9 s 5 (4 s) 4 s 2 2 s s h
s 2

 =  =  = −  − =  −  = =  

 

 

)إذا علمت أن معادلة المستقيم في المستوى والمار بالنقطتين  السؤال الخامس : ) ( )2 2 1 1w s w s  تعطى

1بالقاعدة 1

2 2

1 w s
0 1 w s

1 w s
=  

)فاستخدم القاعدة في إيجاد معادلة المستقيم المار بالنقطتين   ) ( )7 5 2 3 

         
       

 

            
1 1

2 2

1 w s

0 1 w s

1 w s

+ − +

=                         2 2 1 1(7 5) ( w s) (2 3) ( w s)= =  

         

1 w s

0 1 2 3

1 7 5

+ − +

−− +

+ − +

= 

   

 باستخدام مدخلات العمود الثالث      

  

= + − 
w s w s 2 3

0
2 3 7 5 7 5

 

 0 (w3 s2) (w5 s7) 11= − + − −  

 0 w3 s2 w5 s7 11= − + + −  

 الحل 

 الحل 



 الفصل الاول-سلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمى

 اعداد 176 زار            أ. آلاء البرعيأ. سليم السيقلي        أ. بلال أبو غلوة         أ. آلاء الج                  

 11 s5 w8 0 11 s5 w8− =  = + −  

 اذكر خاصية/خصائص المحددات التي استخدمت في كل من المتساويات الآتية: السؤال السادس :

 فرع أ :  
4 2 4 2
10 1 2 5
− −

= 

 ثم جمعه مع الصف الثاني 2-بضرب الصف الأول في                  

 فرع ب : 
6 2

0 15 5= 

 فان المحدد يساوي صفر تساوي العمود الأول والعمود الثانيومن عامل مشترك من العمود الثاني  3إخراج                 

  

 فرع جـ : 
7 6 6 7
9 11 11 9− = 

                 

 تبديل العمود الأول والعمود الثاني                

    

 المحددات أثبت ما يلي:باستخدام خصائص  السؤال السابع :

:  فرع أ 

1 h [ f

0 1 [ f h

1 f [ h

+

= +

+

  

                

+

= +

+

1 h [ f

1 [ f h

1 f [ h

1 h [ f h

1 [ [ f h

1 f [ f h

+ +

+ +

+ +

 وجمعه مع العمود الأول 1بضرب العمود الثاني في  

                
1 h [ f h

1 f [ f h

1 [ [ f h

+ +

+ + =

+ +

])بأخذ     f h+  مل مشترك من العمود الأول عا( +

             
1 h 1

1 f 1([ f h)

1 [ 1

+ +  تساوي العمود الأول مع العمود الثاني فان قيمة المحدد يساوي صفر     =

          0 0 ([ f h)=  + + = 

:  فرع ب    

11 2 5 11 2 5

9 4 0 200 9 4 0

10 0 0 10 0 0

= −  − =  حاصل ضرب القطر الرئيسي ) مصفوفة مثلثية ( −

                                                                                           200 10 4 5− =  − = 
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 الحل 

 الحل 

 الحل 



 الفصل الاول-سلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمى

 اعداد 177 زار            أ. آلاء البرعيأ. سليم السيقلي        أ. بلال أبو غلوة         أ. آلاء الج                  

   اثرائية :اسئلة الثالث القسم

 المحـــــــــــــــددات                                         

 الجواب  القسم الأول : اختر الاجابة الصحيحة #

1 
ا كانت اذ

4 2
h

5 3

 
= 

 
 =hفان  

 −8د(         8ج(             2ب(          −2 (أ
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7اذا علمت أن   2 f h− =  4ن  وكا f2− = − f h  مصفوفتان من الرتبة الثانية

 =hفان 

 (أ
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7
2
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 أ

3 
اذا كان 

2 s
2

4 3
 تساوي : sفان قيمة  =

 (أ
4 د(          3ج(              −2ب(                        2       

 

 أ

fاذا كانت  4 h  فان احدى العبارات الآتية صائبة  مصفوفتان مربعتان من الرتبة ن 

f (أ h f h+ = fج(               + h f H = 

fب(       h f H=                  )دh f f h = 
 

 ج

2مصفوفة من الرتبة   hاذا كانت  5 2  2وكانت h−  =h4فان  =

 8د(     −32ج(        32ب(         −8 (أ
 

 

 

 ج

6 
اذا كان 

3 2
12 h2 h

3 s

 
= = 

 
 sفان قيمة  

 −4د(               2ج(                 +1ب(                −1 (أ
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اذا كانت  7
4 1 3 2

w s
6 2 1 2

   
= =   −   

w فان   s= +  
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 الفصل الاول-سلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمى

 اعداد 178 زار            أ. آلاء البرعيأ. سليم السيقلي        أ. بلال أبو غلوة         أ. آلاء الج                  

 

3من الرتبة مصفوفة  wاذا كانت  8 3   5وكان w=  وقمنا بابدال الصفين الأول

 والثالث ثم أبدلنا الثاني والثالث فان قيمة المحدد الجديد = 

 5د(               −5ج(                 1ب(                0 (أ

 

 د

 الجواب  القسم الثاني :  أجب عن الأسئلة الاتية #

1 

 حل المعادلة : 

1 2 3
17 4

s 4 5
3 s

6 1 2

=

−
                     

13
s

10
−
= 

2 

 دون حساب قيمة المحدد أثبت أن 

13 5 0

0 8 7 6

6 2 2

=

−
    - 

3 
اذا كانت

1 24 1
f h

3 23 0

−   
= =   

  
f  جد    h          

 24 

4 
 التي تجعل  sماقيمة / قيم 

0 s
20

3 s2 5
=

−
                     

 

5
s 4 s

2
−
= = 

5 

 اكتب خاصية / الخصائص المحددات المستخدمة في كل من :

 (أ

6 2
0

3 1

−
=

−
 

 (ب
3 2 3 2

19 0 7 8

− −
= 

 

الحل : ضرب الصف الأول 

ثم جمع مع الصف  4-في 

 الثاني          

 3 –( عامل مشترك 1الحل : 

 ثاني من العمود ال

                                                                    

( تساوي العمود الأول 2

 والثاني 

 



 الفصل الاول-سلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمى

 اعداد 179 زار            أ. آلاء البرعيأ. سليم السيقلي        أ. بلال أبو غلوة         أ. آلاء الج                  
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 ( استخدام خصائص المحددات أثبت أن:6
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1 1 1

(s u) (u w) (w s) u w s

ws us uw

− − − = 

 

ب( 

2

2

2

h h 1

(f [) (h [) (h f) f f 1
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- 

7 
 اذا كانت  

; ] h

l i f s

u , [

 
  =
 
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;4 ]3 h2

l4 i3 f2 s

u4 ,3 [2
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 الفصل الاول-سلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمى

 اعداد 180 زار            أ. آلاء البرعيأ. سليم السيقلي        أ. بلال أبو غلوة         أ. آلاء الج                  
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 الجواب  أجب عن الأسئلة الاتية
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 الملخص : الأول القسم

 النظير الضربي للمصفوفة المربعة : 
اذا كان  Hفان المصفوفة ب من الرتبة ن تسمي نظيرا ضربيا للمصفوفة  مصفوفة مربعة من الرتبة ن  Hاذا كانت 

l hf fH=  المصفوفة المحايدة من الرتبة ن .  lحيث  =

بالرمز  H) يرمز النظير الضربي للمصفوفة 
1 h−

أي ان 
1 h f− ويكون  =

1 1l h h h h− −= = 

 

 مصفوفة المربعة التي ليس لها نظير ضربي هي ال  :المصفوفة المنفردة 

 

 هي المصفوفة المربعة التي لها نظير ضربي  المصفوفة الغير منفردة :

 

0مصفوفة منفردة اذا وفقط اذا كان  hتكون المصفوفة  نظرية : H= 

 

fاذا كانت   خصائص النظير الضربي : h  وكانت ك  ومن نفس الرتبة  وغير منفردتين  مصفوفتين مربعتين

 فان : عددا حقيقيا 
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 ) ايجاد النظير الضربي للمصفوفة المربعة من الرتبة الثانية ( :تعميم 

اذا كانت  
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أي أن 
1 H−

بمقلوب محددها بعد تبديل مدخلات القطر الرئيسي وتغيير اشارة مدخلات القطر  Hتنتج من ضرب المصفوفة  

  Hالآخر من المصفوفة 

 
 
 
 

الرابع النظير الضربي للمصفوفة الدرس 
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 الكتاب تمارين حلول : الثاني القسم

 بين أي من المصفوفات الآتية لها نظير ضربي:السؤال الأول : 

فرع أ :  
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 " لانها مصفوفة منفردة " ليس لها نظير ضربي 

 

 

 ما قيم ك التي تجعل كلا من المصفوفات الآتية منفردة؟السؤال الثاني : 

   فرع أ : 
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: السؤال الثالث

 

إذا كانت 
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  فرع أ : 
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  فرع ب : 
1 1( H)− −

 )ماذا تلاحظ( 

               

 

)نلاحظ أن                  )
− −=

1 1H H ير الضربي () باستخدام خصائص النظ 

 

إذا كانت السؤال الرابع : 
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إذا كانت أ مصفوفة مربعة من الرتبة الثانية وغير منفردة، وكان ك عددا حقيقيا لا يساوي صفرا فأثبت السؤال السابع :  
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   اثرائية :اسئلة الثالث القسم
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 الجواب  القسم الأول : اختر الاجابة الصحيحة
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 ضربي من بين المصفوفات الاتية هي : المصفوفة التي لها نظير 7
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 الجواب  القسم الثاني :  أجب عن الأسئلة الاتية #

 مصفوفتان غير منفردتان وكانب ،  أ 1
1 h2 f−  م  2 ب                              . ، أوجد أ =
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   تفوق :اسئلة الرابع القسم
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 الجواب  أجب عن الأسئلة الاتية #

 جد قيمة الثوابت س ، ص ، ع ، ل ، اذا كان :   1
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 الملخص : الأول القسم

 من التطبيقات المهمة للمصفوفات استخدامها في حل أنظمة المعادلات الخطية , ويمكن اجراء ذلك بعدة طرق منها : 
  طريقة النظير الضربي :(  1

1اذا كان لدينا النظام  21 11[ w h s H= + 
                      2 22 12[ w h s H= + 

 فاننا نكتب النظام على صورة معادلة مصفوفية كالتالي: 
1 21 11

2 22 21

[ s H H

[ w H H

    
=     
    

 

]أي على صورة  uh= حيثh  مصفوفة المعاملاتu  مصفوفة الثوابت  ]مصفوفة المتغيرات 
1مصفوفة غير منفردة فان  hكانت   فاذا h−  1وبضرب طرفي المعادلة من اليمين في  موجود h−   1وينتج[ h u− = 

 ومنها نجد حل النظام  
]في النظام  ملاحظة : uh=  اذا كانت h  مصفوفة منفردة فلا يمكم استخدام طريقة النظير الضربي وفي هذه الحالة 

 اما ان يكون للنظام عدد لا نهائي من الحلول او ليس له حل .
 
 طريقة كريمر :(   2

wن ) مجهولين ( حل نظام من المعادلات الخطية مكون من معادلتين في متغيري s   والذي يتخذ الصورة[ uh= حيث 
 h  مصفوفة المعاملاتu  0مصفوفة الثوابت  ]مصفوفة المتغيرات h  هو 

w sh h
w s

h h
= = 

sحيث  h  هو محدد مصفوفة المعاملات بعد استبدال العمود الأول بعمود مصفوفة الثوابت 
w h هو محدد مصفوفة المعاملات بعد استبدال العمود الثاني  بعمود مصفوفة الثوابت 

 
 
 

 الدرس الخامس حل أنظمة المعادلات باستخدام المصفوفات
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  طريقة جاوس :(  3
1لدينا النظام اذا كان  31 21 11[ u h w h s H= + + 

                      2 32 22 12[ u h w h s H= + + 
                      3 33 23 13[ u h w h s H= + + 

فان المصفوفة الممتدة للنظام هي 
1 31 21 11

2 32 22 12

3 33 23 13

[ h h h

[ h h h h

[ h h h

 
 

= 
  

 

 لنحصل على مصفوفة مثلثية علوية  hلحل النظام نجري بعض العمليات الآتية  على صفوف 
 ومن هذه العمليات :

 ( تبديل صف مكان صف آخر 1      
 ( ضرب مدخلات أي صف بعدد لا يساوي صفرا  2     
 ( ضرب مدخلات أي صف بعدد لا يساوي صفرا واضافتها الى صف آخر 3     

 المتغير ص , ثم المتغير س . ثم نجد قيمة المتغير ع ثم بالتعويض العكسي نجد قيمة  
 

110اذا كانت  ملاحظة : h=  0فيمكن تبديل صف مدخلته الأولى  مكان الصف الأول في المصفوفة الممتدةh 
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 عندما يراهنون على فشلك وتنجح , يكون طعم الانتصار الذ  
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 الكتاب تمارين حلول : الثاني القسم

 

 حل كلا من الأنظمة الآتية باستخدام طريقة النظير الضربي: :السؤال الأول 

3  فرع أ :  w s
6 w s2
= −
= +

      

                      ,   .   

               
−     

=      
    

s 1 13

w 1 26
 

   
1 1

3 2 1 2 1 1 1 h
1 2

−
= −− =  −−  = =    

−

 
   = =   − − 

  

1

1 1
1 13 3 1

h
31 2 1 2

3 3

  

  
1 1

s3 3 3 3

1 2 w0 6
3 3

 
      = =      −     

  

                ∴0 w 3 s= = 

 

2 فرع ب :  w s
11 w s10

= +
= +

      

                    
=      

     

2 s 1 1

11 w 1 10
بفرض أن       

 
= 

 

1 1
h

1 10
  

   
1 1

9 10 1 1 10 1 1 h
1 10

− = − =  −  = =      

−

− 
−   = =    −− − 

  

1

1 1
1 19 9 1

h
91 10 1 10

9 9

 

  
1 1

1 2 s9 9

1 11 1 10 w
9 9

− 
      = =      −     

  

           ∴1 w 1 s= = 

 

 

 الحل 

 الحل 
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 حل أنظمة المعادلات الآتية باستخدام طريقة كريمر: السؤال الثاني :

 فرع أ : 
5 w s
2 w2 s
= −
= +

    

             
− 

= 
 

1 1
h

2 1
       ,

− 
= 

 
s

1 5
h

2 2
      ,

 
= 

 
w

5 1
h

2 1
 

  
1 1

3 1 2 1 1 2 1 h
2 1

−
= −− = − −  = =

     

    = 3 h 

    
s

1 5
12 2 10 1 2 2 5 h

2 2

−
= −− = − −  = =     = s12 h 

   
w

5 1
3 5 2 5 1 2 1 h

2 1
− = − =  −  = =     − = w3 h 

  ∴  w sh h3 12
1 w 4 s

3 h 3 h
−

− = = = = = = 

              1 - ص=  ,          4  =  س 

 

3 فرع ب : w s
2 s w2
− = +
− = +

    

              
1 13

2 12

− 
 − 

أو   
−     

=     −     

s 1 13

w 1 22
 

  
1 1

1 1 2 1 1 2 1 h
2 1

= − =  −  = = 

   
s

1 3
4 2 6 1 2 2 3 h

2 2

−
− = −− − =  −−  − = =

−
 

  
w

3 1
1 3 2 3 1 2 1 h

2 1

−
= −− − = − − − = =

−
 

  ∴ w sh h1 4
1 w 4 s

1 h 1 h
−

= = = − = = = 

 

 

 

 

 الحل 

 الحل 
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 عند حل نظام مكون من معادلتين خطيتين بالمتغيرين س, ص بطريقة كريمر, وجد أن:السؤال الثالث : 

s

3 5 3 2
H H1 3 1 1

− −   = =− −      
 ص , فجد قيمة س , 

               
3 2

h
1 1

− 
= − 

مصفوفة الثوابت =    مصفوفة المعاملات ,    
5

3

 
 − 

      

س∴   

3 5
h

1 3

− 
= −   

ص 

5 2
h

3 1

 
= − − 

  

    
3 2

1 3 2 3 1 1 2 h
1 1

−
− = − = − −−  = =

−
  

   s

3 5
4 9 5 3 3 1 5 h

1 3

−
− = − = − −−  = =

−
 

ص   

5 2
1 5 6 5 1 3 2 h

3 1
− = + − =  −− − = =

− −
 

   
w sh h1 4

1 w 4 s
1 h 1 h
− −

= = = = = =
− −

  

                    =1  ص=  ,            4 س 

 

 استخدم طريقة جاوس في حل الأنظمة الآتية: السؤال الرابع :

 فرع أ :  
1 w s3
5 w2 s
= −
= +

      

             

− 
 

 

11 3

5 2 1
 (  باستبدال الصفين           ( 

 
5 2 1

11 3

 
 − 

 (  وأضافته للصف الثاني 3-صف الأول في  بضرب ال )    


5 2 1

14 7 0

 
 − − 

      

 =  − = − 2 w 14 w7  

= +5 w2 s  = 2بالتعويض بقيمة ص 

 الحل 

 الحل 
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=  =  + 1 s 5 2 2 s 

 

 

0فرع ب : u w s2 3 u w2 s 6 u w s= − + = + + = + −  

                
6 u w s
3 u w2 s
0 u w s2

= + −
= + +
= − +

 (  الترتيب جاهز )  

   

6 1 1 1

3 1 2 1

01 1 2

−

−

 (وأضافته للصف الثاني  1-بضرب الصف الأول في   )   

   

6 1 1 1

3 0 3 0

0 1 1 2

−

−

−

 (وأضافته إلى الصف الثالث  2-بضرب الصف الأول في    )   

   

6 1 1 1

3 0 3 0

12 3 3 0

−

−

− −

 (وأضافته إلى الصف الثالث  1-لثاني في  بضرب الصف ا)    

    

6 1 1 1

3 0 3 0

9 3 0 0

−

−

− −

   

   
3 u 9 u3

1 w 3 w3

2 s 6 3 (1 ) s

=  − = −

− =  − =

=  = + − −

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 الحل 
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   اثرائية :اسئلة الثالث القسم

 حل أنظمة المعادلات باستخدام المصفوفات

 
 

 
 

 الجواب  أجب عن الأسئلة الاتية #

 ربي:حل النظام الآتي باستخدام طريقة النظير الض 1

 9ص =  11س +  3    ,     2-ص =  2س +  (أ

 2س + ص =  2    ,     1س= ص + (ب

       

 8 -س =   (أ

  3ص =         
 
  1س =  (ب

 0ص =      

 -حل النظام الآتي باستخدام طريقة كرايمر :  2

  0ص =  3س +    ,       5س + ص =  2  (أ

  0س =  3 –ص  2   ,       1ص =  –س  2ب (    

 

 

 

 5, ص =  3س =  (أ
 
 

 3,  ص =   2س =   (ب

 

 -حل النظام الآتي باستخدام طريقة جاوس  :  3

 7,   س + ص  =     1س +  2ص =  (أ

 6-ع +س = –, ص    1-ص + ع =  2,     7ص + ع =  –س  2(ب

 

 2س =     (أ

 

  5ص =       

 
 

1س  =   (ب
3  

22−ص =
9  

35ع=
9  

 -عند حل نظام من معادلتين خطيتين بمتغيرين بطريقة كريمر  , وجد أن : 4

− =2 s
 ,

= s4 h
  ,  

− = w6 h
 , فما قيمة   ص  ؟   

3 
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   تفوق :اسئلة الرابع القسم

 

# 
 الجواب  أجب عن الأسئلة الاتية

عند حل نظام من معادلتين خطيتين بطريقة كريمر وجد أن    1

w s4 w 2 s 32 H H= = wجد    = sH H H  

            

 

w s8 H 4 H 2 H= = =  
أو 

w s8 H 4 H 2 H− = − = − =  

2 
 باستخدام طريقة جاوس حل نظام المعادلات التالية  

     

4 u w3 s2

0 2 u4 s3

3 w2 u3

+ = +

= + +

− =
  

2 s

3 w

1 u

− =

=

=
 

 عند حل نظام من معادلتين خطيتين بطريقة كريمر للنظام    3

         

1 wf sH

4 w2 s3

= +

= +       

wوكان      s2 H H 1 H− = − fجد قيمة الثوابت   = H  

           1 f 1 H= = 
أو      

1
f 0 H

3
= =  
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 اختر الاجابة الصحيحة فيما يأتي:السؤال الأول : 

 

 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 الفرع

 أ د ب د ب أ د جـ جـ جـ الحل

 

إذا كانت  : 1فرع 

5 1 4
9 3 6 H

1 7 2

− 
− = 

−  

31فما قيمة  12H H−؟ 

 

          
      

= − = −31 121 5 6 H H  ) جـ (  

 

2إذا كانت :  2فرع 

2 3 s 3
5 65 s s

   =
 +    

 فما مجموعة قيم س؟ 

                =2 s ) جـ ( 

− = =  = + −  = − +  = +2 23 s 2 s 0 (3 s)(2 s) 0 6 s s 6 s s مرفوض 

 

 

إذا كانت  : 3فرع 
5 3 5 3

H H6 1 4 2
− −   = =−      

 ب؟27ب(+2)أ+5-أ22، فما قيمة المصفوفة  

            + = + = + − − = + + −(f H)17 f17 h17 f27 f10 h5 h22 f27 (f2 h)5 h22  

− −         
= = +         − − −          

0 0 0 0 5 3 5 3
17 17

34 51 2 3 6 1 4 2
 ) جـ ( 

 

 

 إذا كانت أ، ب مصفوفتين مربعتين غير منفردتين، فما العبارة الصحيحة دائما فيما يأتي؟ : 4فرع 

             

   

− −=  =  = 1 1f 1
f H f H f

H H
  ) د (    

 

 

 تمارين عامة
 

 الحل 

 الحل 

 الحل 

 الحل 
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lإذا كان  : 5فرع  s w w s=  حة دائما فيما يأتي؟، فما العبارة الصحي =

) أ (                    
1w s−=      )   120تعريف صفحة  ) 

 

إذا كانت س مصفوفة بحيث : 6فرع 
1 1

s2 2
   =
      

 فماذا يمكن أن تكون المصفوفة س؟  

h) ب (                   h l=         م : مصفوفة الوحدة  112ة الضرب صفحة خصائص عملي  ، 

 

إذا كانت:  7فرع 
3 2

H5 3
  =
  

فما المصفوفة التي تساوي  
1H H−+ ؟ 

                 
= − = =  = 

 

3 2 3 2
1 9 10 H H

5 3 5 3
  

    

− −
− −   

=  =   − −   

1 1
3 5 3 5 1

(H) (H)
12 3 2 3

  

    

−
−      

= = = + = +       −       

1

2

0 1 0 7 3 2 3 5
L7 7 H H

1 0 7 0 5 3 2 3
 ) د (   

 

 

11إذا كانت أ، ب مصفوفتين مربعتين غير مفردتين بحيث أن :  8فرع  f H 18 f H= + f، وكان  = H 

 ؟Hفما قيمة

                 =   = 

 − =  = +

1 18 f H 18 f H

2 H 11 f 11 f H

  

 1بالتعويض في   

   
2 2

0 18 H11 H 0 18 H H11 18 ( H 11) H= + −  = − −  = −       ) ب ( 

   9 H 0 (2 H)(9 H)=  = − −   2=ومنها f      ،=2 h 9=ومنها f  ( مرفوضf h ) 

  

 

 

إذا علمت أن:  9فرع 
2 2

H1 3
  =−  

، فما قيمة 
2H H−؟ 

           

    

       
= =  = =       − − −       

2
2 10 2 2 2 2 2 2

H H H H
7 3 1 3 1 3 1 3

  

 الحل 

 الحل 

 الحل 

 الحل 

 الحل 
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      
= = = − = −      −      

2

2

0 1 2 2 2 100 8
L8 8 H H

1 0 1 3 7 38 0
 ) د (  

 

       استخدم أحمد طريقة كريمر لحل نظام مكون من معادلتين خطيتين في المتغيرين س، ص  : 10فرع 

wفوجدأن: s

1
H H2 H
2
− =  ، فما قيم س، ص على الترتيب؟ =

                = sH2 H    ،
−

 =w w

1
H H H H2

2
 

       

               

= = =sHH2
2 s

H H              

 

               
−

− = = =wHH4
4 w

H H
           

 ( أ)                                          4-،   2قيمة س ، ص على الترتيب هي        

 

 

إذا كان السؤال الثاني :     
w 1 1 s

7 s 4 2 w
−

=  ، فما قيم س، ص؟ −=

                   1 s
(1)0000 7 w s2 7 w 1 2 s 7

2 w
w 1

(2)0000 7 w4 s 7 w 4 1 s 7
s 4

− −

= −  =  −   =

−
= + −  =  −   = 

−

  

  2في  2بضرب المعادلة    

   3 14 w8 s2 = +   3مع المعادلة  )1(بجمع المعادلة  −

    =  =3 w 21 w7 1(لمعادلة بالتعويض في ا : ( =  =  = −5 s 10 s2 7 3 s2 

 

 

إذا كانت  السؤال الثالث :
5 3

H4 2
−  =−  

 فجد:

 فرع أ :
1 H H−

 

                 

1

5 3
2 10 12 5 2 4 3 h

4 2
5 4 1

h
23 2

−

−
− = + − =  − −  − = =

−

− 
=   −− 

  

 الحل 

 الحل 
 

 الحل 
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 اعداد 197 أ. سليم السيقلي        أ. بلال أبو غلوة         أ. آلاء الجزار            أ. آلاء البرعي                   

   1
5 4 5 4 1

2 h h
23 2 3 2

−
− −   

=  − =      −− −   
 

 

 :  فرع ب 

                   
218 2 9 h 3 h3− = − =  = 

 

)فرع جـ :  )1 H2− − 

                

                 

1 1

5
1 5 44 1 1 1

h (h2 )
2 2 23 23 1

4 2

− −

− 
−  − − −  =  = = −   −−  

     

 

 

جد قيم س التي تجعل السؤال الرابع : 

2 s 1
9 s 3 s

5 s 4
− = 

              

2 s 1

9 s 3 s

5 5 4

+ − +

− = 

     

2 2

2 2 2 2

s s3 s s 3
9 2 s 1

5 4s 4 5 s

9 (3 4 s s)2 (s 4 5 s)s (s s 5 3)1

9 (12 s)2 (s4 s5)s ( s 15)

9 24 s2 s4 s5 s 15
9 9

− = + −

− =  −  +  −  −  − 

− = − + − − − 

− = − + + − − 
− = −

  

 

 حل المعادلات المصفوفية: السؤال الخامس :

فرع أ :
  

s 2 13
w 4 31

     =
          

 )باستخدام النظير الضربي( 

                  
2 1

h4 3
  =
  

 

 الحل 
 

 الحل 
 

 الحل 
 

 ، س أي عدد حقيقي
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 سلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمى

 اعداد 198 أ. سليم السيقلي        أ. بلال أبو غلوة         أ. آلاء الجزار            أ. آلاء البرعي                   

      

          

−

− = − =  −  = =

−  − 
  = =  −−  − 

1

2 1
2 6 4 2 3 4 1 h

4 3
1 2 2 4 1

h1 3 21 3
2 2

   

       

− −     
 = =    

      − 

1 25 s3
1 34 w1

2 2

4 w 5 s= − =  

 

فرع ب :    
3 1 1 0 3

11 3 4 w s
4 0 2 2 0

−   
− =     −   

           

  

                

   11 3 4 w8 s9 s3 w4 s3

1 s 3 s3

4 w4 1 3 4 w4 s3

1
w 1 w4

4

− = − − −

=  − = −

= −   = −

−
=  = −

    

 

 

: إذا كانت  السؤال السادس
1w 4 3 s

H H4 5 4 5
−    = =−      

  ، فما قيم س، ص؟ 

          

    

 

 

1L H H−=              

  
0 1 w 4 3 s

1 0 4 5 4 5

    
=     −     

  

 +  − +   
=     +  − +    

0 1 4 3 w s 5 3 4 s

1 0 4 4 w 5 5 4 4 5
 

+ −   
=   +   

0 1 12 ws 15 s4

1 0 16 w5 0
 ومن تساوي المدخلات المتناظرة  

=  =  = −4 s 16 s4 1 15 s4 

− =  − =  = +3 w 12 w4 0 12 ws 
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 سلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمى

 اعداد 199 أ. سليم السيقلي        أ. بلال أبو غلوة         أ. آلاء الجزار            أ. آلاء البرعي                   

 

إذا كانت أ، ب مصفوفتين مربعتين غير صفريتين، بحيث أن أ. ب=و ، فأثبت أن: إحدى المصفوفتين أ، ب السؤال السابع : 

 س لها نظير ضربي.على الأقل لي

 
                   0 f h , f h , f h=   =   =   

0    اما            h=    0 أو  لا يوجد نظير f=  لا يوجد نظير  

 إحدى المصفوفتين أ، ب على الأقل ليس لها نظير ضربي.اذن           

 

 

3عند حل المعادلتينالسؤال الثامن :  w s; 5 w sk= + = ، ن، ك عددان حقيقيان لا يساويان صفرا.   −

wباستخدام طريقة كريمر، وُجد أن: 

5 6
H3 2    ؟ جد قيمة =

 ن ، ك                          فرع أ :  

         

                   
= −
= +

5 w sk
3 w s;

 

                 
−     

=     
     

5 s 1 k

3 w 1 ;
     ،

− 
= 

 

1 k
h

1 ;
   ،

 
= 

 
w

5 k
h

3 ;
 

 

wوبمعلومية أن              

5 6
H3 2 =  

 

        

=
5 k5 6

3 ;3 2
 ومن تساوي المدخلات المتناظرة  

                                         = = 2 ; 6 k     

 

 

 س ، ص     فرع ب :  

   
             3 w s2 5 w s6= + = − 

      

−    
=     

     
−

= − − = =

−
= − − = =

= − = =

s

w

5 s 1 6

3 w 1 2
1 6

8 2 6 h
1 2

1 5
8 3 5 h

1 3
5 6

8 10 18 h
3 2
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 سلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمى

 اعداد 200 أ. سليم السيقلي        أ. بلال أبو غلوة         أ. آلاء الجزار            أ. آلاء البرعي                   

   

= = = = = =w sh h8 8
1 w 1 s

8 h 8 h
          1 w 1 s= =  

 

 

 

إذا كانت السؤال التاسع : 
12 1

H3 1
−  =

  
)فجد  ) ( )2 1 1 2H H− −

 
 ) ماذا تلاحظ؟( 

               

    

 

            

  

لإيجاد 
−1 2( H) 

 

             
− − − −= =1 1 1 1 2H H (H H) ( H)           ،

− − − =1 1 1H f (f H) 

 

 

                                          

   
=   

   
+ + 

= + + 

 
= 

 

2 1 2 1

3 1 3 1
6 2 2 1

9 2 3 1
8 3

11 4

   

 

 

3استخدم طريقة كريمر لحل النظام الآتي؟السؤال العاشر :  s w5 4 w2 s3= + − = + 

         

3الترتيب     الترتيب غير جاهز                w5 s 4 w2 s3= + − = + 

   
4 s 2 3

3 w 5 1

−     
=     

     
               

 
= 

 

2 3
h

5 1
    ،

− 
= 

 
s

2 4
h

5 3
    ،

− 
= 

 
w

4 3
h

3 1
  

   
2 3

13 2 15 h
5 1

= − = = 

   
s

2 4
26 6 20 h

5 3

−
− = − − = = 

 

   
w

4 3
13 4 9 h

3 1

−
= −− = = 
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 سلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمى

 اعداد 201 أ. سليم السيقلي        أ. بلال أبو غلوة         أ. آلاء الجزار            أ. آلاء البرعي                   

 w sh h13 26
1 w 2 s

13 h 13 h
−

= = = − = = = 

 

 ستخدم طريقة جاوس في حل النظام الآتي؟ا السؤال الحادي عشر :

4 u s w3 2 u2 w3 s2 9 u4 w s− = − + = + + = + − 

   الترتيب غير جاهز  ، الترتيب                 
9 u4 w s

2 u2 w3 s2
4 u w3 s

= + −
= + +
− = − +

 

  

9 4 1 1

2 2 3 2

4 1 3 1

−

− −

 ( وأضافته للصف الثاني  2-بضرب الصف الأول في  )         

  

9 4 1 1

16 6 5 0

4 1 3 1

−

− −

− −

 (وأضافته إلى الصف الثالث  1-بضرب الصف الأول في    )      

  

9 4 1 1

16 6 5 0

13 5 4 0

−

− −

− −

بضرب الصف الثاني في   )      
4
5
−

 (وأضافته إلى الصف الثالث   

  
9 4 1 1

16 6 5 0

1 1
0 0

5 5

−

− −

− −

   

                         

− −
=  =

− = − = −  − = −

=  = + − −  = + −

1 1
1 u u

5 5
2 w 16 6 w5 16 u6 w5

3 s 9 4 (2 ) s 9 u4 w s       
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 سلسلة النخبة  التعليمية في مبحث الرياضيات الصف الثاني عشر للفرع العلمى

 اعداد 202 أ. سليم السيقلي        أ. بلال أبو غلوة         أ. آلاء الجزار            أ. آلاء البرعي                   

إذا كانت السؤال الثاني عشر : 
1
2

11 2 s
50 9 4 0

s 0 0
− =  ، فجد قيم س مستخدما خصائص المحددات. −

           

    

11 2 s

50 9 4 0

1
s 0 0

2

− =  حاصل ضرب القطر الرئيسي لأنها مصفوفة مثلثية علوية −

       

2 2

1
50 s 4 s

2
25 s 50 s2

5 s

− =  −

=  − = − 

 = 
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 كل التوفيق والمحبة    


