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قررت وزارة التربية والتعليم في دولة فلسطين
تدريس هذا الكتاب في مدارسها بدءاً من العام الدراسي ٢٠١٨ / ٢٠١٩م

شراف العام ال�إ

الدائرة الفنية

جميع حقوق الطبع محفوظة 

رئيس لجنة المناهج          د. صبري صيدم
نائب رئيس لجنة المناهج       د. بصري صالح

رئيس مركز المناهج       اأ. ثروت زيد

ــراف فني         اإش

الطبعة ال�أولى
2٠١9 م/ ١٤٤٠هـ

تحكيم علمي
تحرير لغوي

د. محمد نجيب 
اأ. عمر عبدالرحمن

د. سميّة النخّالَةمتابعة المحافظـات الجنوبية

اأ. كمال فحماوي

اأ. لينا يوسفتصميم 

+970 2 2983280+970 2 2983250
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تـقـديـم

أمر الذي  صلاح التربوي باأنه المدخل العقلاني العلمي النابع من ضرورات الحالة،  المستند اإلى واقعية النشاأة، ال� يتصف ال�إ
انعكس على الرؤية الوطنية المطورة للنظام التعليمي الفلسطيني في محاكاة الخصوصية الفلسطينية وال�حتياجات ال�جتماعية، 
والعمل على اإرساء قيم تعزز مفهوم المواطنة والمشاركة في بناء دولة القانون، من خلال عقد اجتماعي قائم على الحقوق 
ويلامس  ال�آمال،  يحقق  اإصلاح  برنامج  في صياغة  ويسهم  واأدواتها،  تراكيبها  ويعي  معها،  المواطن  يتفاعل  والواجبات، 

أماني، ويرنو لتحقيق الغايات وال�أهداف.    ال�

ولما كانت المناهج اأداة التربية في تطوير المشهد التربوي، بوصفها علماً له قواعده ومفاهيمه، فقد جاءت ضمن خطة 
عداد  متكاملة عالجت اأركان العملية التعليمية التعلمية بجميع جوانبها، بما يسهم في تجاوز تحديات النوعية بكل اقتدار، وال�إ
لجيل قادر على مواجهة متطلبات عصر المعرفة، دون التورط باإشكالية التشتت بين العولمة والبحث عن ال�أصالة وال�نتماء، 
وال�نتقال اإلى المشاركة الفاعلة في عالم يكون العيش فيه اأكثر اإنسانية وعدالة، وينعم بالرفاهية في وطن نحمله ونعظمه.   

لعديد  واعٍ  وباستحضار  اإنتاجها،  يكون من  اأن  لما يجب  المعرفة، وصول�ً  تلقّي  نمطية  تجاوز  الحرص على  منطلق  ومن 
المنطلقات التي تحكم رؤيتنا للطالب الذي نريد، وللبنية المعرفية والفكريةّ المتوخّاة، جاء تطوير المناهج الفلسطينية وفق رؤية 
محكومة باإطار قوامه الوصول اإلى مجتمع فلسطيني ممتلك للقيم، والعلم، والثقافة، والتكنولوجيا، وتلبية المتطلبات الكفيلة 
بجعل تحقيق هذه الرؤية حقيقة واقعة، وهو ما كان له ليكون لول� التناغم بين ال�أهداف والغايات والمنطلقات والمرجعيات، 

فقد تاآلفت وتكاملت؛ ليكون النتاج تعبيراً عن توليفة تحقق المطلوب معرفياً وتربوياً وفكرياً.

ثمّة مرجعيات تؤطرّ لهذا التطوير، بما يعزّز اأخذ جزئية الكتب المقررّة من المنهاج دورها الماأمول في التاأسيس؛ لتوازن 
طار جاءت المرجعيات التي تم ال�ستناد اإليها، وفي طليعتها  اإبداعي خلّاق بين المطلوب معرفياً، وفكرياً، ووطنياً، وفي هذا ال�إ
ضافة اإلى وثيقة المنهاج الوطني ال�أول؛ لتوجّه الجهد، وتعكس ذاتها  وثيقة ال�ستقلال والقانون ال�أساسي الفلسطيني، بال�إ

على مجمل المخرجات.

ومع اإنجاز هذه المرحلة من الجهد، يغدو اإزجاء الشكر للطواقم العاملة جميعها؛ من فرق التاأليف والمراجعة، والتدقيق، 
شراف، والتصميم، وللجنة العليا اأقل ما يمكن تقديمه، فقد تجاوزنا مرحلة الحديث عن التطوير، ونحن واثقون من  وال�إ

تواصل هذه الحالة من العمل.     

وزارة التربية والتعليم 
مركز المناهج الفلسطينية

اآب / ٢٠١٨
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مـقـدمـة

يسرنا اأن نقدم لزملائنا المعلمين والمعلمات، ولطلبتنا ال�أعزاء كتاب الرياضيات للصف الثاني الثانوي التكنولوجي، وَفْق 
المناهج  تطوير  اإلى  الهادفة  والدراسات  الراجعة  التغذية  بناءً على  تطويرها  تم  والتي  الرياضيات،  لوثيقة  العريضة  الخطوط 

الفلسطينية، ومواكبتها لمهارات القرن الحادي والعشرين، مستندين في ذلك لمعايير وطنية ودولية. 

بداع،  لقد اشتمل محتوى الكتاب، على اأنشطةٍ وتطبيقاتٍ وسياقاتٍ حياتيةٍ، من اأجل اإفساح المجال للطلبة للتفكير وال�إ
براز اأهمية الرياضيات في الحياة، وقد تم مراعاة التسلسل المنطقي للمفاهيم والنظريات والتعميمات . ول�إ

وقد اشتمل الكتاب على خمس وحدات، هي:     

حصاء وال�حتمال فتم عرض العلاقة المعيارية والمنحنى الطبيعي المعياري ضمن اأنشطة حياتية منوعة. ففي الوحدة ال�أولى ال�إ

تصال، تم تقديم النهايات وقوانينها، ومعنى ال�تصال.  اأما في الوحدة الثانية النهايات وال�إ

وفي الوحدة الثالثة التفاضل فقدمت المفاهيم ال�أساسية في ال�شتقاق وتطبيقات منوعة للتكامل.

اأما الوحدة الرابعة التكامل فكانت امتداداً للوحدة السابقة وعرضت المفاهيم ال�أساسية للتكامل.

اأخيراً الوحدة الخامسة ال�أعداد المركبة فقدمت العدد المركب وتعريفه وبعض العمليات عليه.    

نتمنى اأن نكون بهذا العمل قد حققنا مطالب عناصر العملية التعليمية كافة، باإخراج منهاجٍ فلسطينيٍ واقعيٍ ، يربط الطالب 
التغذية  تقديم  الوطن،  والمديرات في مدارس  والمديرين  والمعلمات  المعلمين  اآملين من زملائنا  رياضيةٍ حياتيةٍ،  بظواهر 

الراجعة لمركز المناهج قبل تطبيق الكتاب المقرر، واأثناء تطبيقه في الميدان، وبعد التطبيق.

فريق التاأليف
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المحتويات
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Statistics and Probability  حتمال حصاء وال�إ ال�إ
Standard Score العلامة المعيارية

Standard Normal Distribution التوزيع الطبيعي المعياري

Limits and Continuity تصال النهايات وال�إ
Limit of a function نهاية ال�قتران

 Limits Rules قوانين النهايات
Limit of Multi Rules Function نهاية ال�قتران متعدد القاعدة

Limit of afunction at Infinity   نهاية ال�قتران عندما س
Continuity ال�تصال

Differentiation التفاضل
Rate of Change متوسط التغير

First Derivative مفهوم المشتقة ال�أولى
Differentiation Rules )شتقاق )١ قواعد ال�إ
Differentiation Rules )2( شتقاق قواعد ال�إ

Tangent Line )تطبيقات هندسية )المماس والعمودي
Chain Rule )قاعدة السلسلة )مشتقة ال�قتران المركب

Extreme Values القيم القصوى
Applications تطبيقات عملية على القيم القصوى

Integration التكامل
Indefinite Integral التكامل غير المحدود

 Rules of  Indefinite Integral قواعد التكامل غير المحدود
Geometric Applications for Indefinite Integral تطبيقات هندسية على التكامل غير المحدود

Definite Integral التكامل المحدود
 Definite Integral Properties خصائص التكامل المحدود

 Integration by Substitution:التكامل بالتعويض
Definite Integral )Applications Areas( )تطبيقات على التكامل المحدود )اإيجاد المساحات

Complex Numbers ال�أعداد المركبة
Complex Numbers ال�أعداد المركبة

 Operations on Complex numbers العمليات على ال�أعداد المركبة، وخصائصها
      Division Of Complex Numbers :قسمة ال�أعداد المركبة
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٢

حصاء وال�حتمال ال�إ

اأناقش: اإحصائية عدد السكان في فلسطين وفق الجنس والفئة العمرية.

  ١Statistics and Probabilityالوحدة 
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٣

نتهاء من دراسة هذه الوحدة والتفاعل مع اأنشطتها اأن يكونوا قادرين على توظيف  يتوقع من الطلبة بعد ال�إ
التوزيع الطبيعي وخواصه في الحياة العمليّة من خلال ال�آتي:

التعرف اإلى العلاقة بين العلامة المعيارية والعلامة الخام.. ١

حساب العلامة المعيارية، وتفسيرها.. 2

التعرف اإلى التوزيع الطبيعي المعياري، وخواصّه.. ٣

استخدام جدول التوزيع الطبيعي في اإيجاد المساحة تحت المنحنى.. ٤

توظيف خواص التوزيع الطبيعي في حل مسائل مشكلات حياتية.. ٥
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٤

اإذا كانت علامتا الطالبة رنيم في مبحثي الرياضيات والفيزياء، هي 9٣ و ٨٨ على الترتيب، فهل يعني ذلك اأن تحصيل 
الطالبة اأفضل في الرياضيات؟ ................... لماذا؟ ....................... 

الحسابي،  الوسط  معرفة  اإلى  نحتاج  واإنما  فقط،  العلامة  على  نعتمد  اأن  يكفي  ل�  التحصيل،  اأفضلية  على  للحكم 
وال�نحراف المعياري لعلامات جميع طلبة الصف.

اأتذكر: الوسط الحسابي )(: هو مجموع القيم )المشاهدات( مقسوماً على عددها.
           

 
    

 = 1=س
             

ال�نحراف المعياري )(: هو الجذر التربيعي لمتوسط مربعات انحرافات القيم عن وسطها الحسابي.

                
   = 1=

2) − س(


      

١-١Standard Score العلامة المعيارية

نشاط )١(: 

نشاط )٢(:
الوسط  اأجد  نيسان، هي: ١٤،١١،١٠،٨،١2  من شهر  اأيام  في خمسة  مدينة صفد  في  الحرارة  درجات  كانت  اإذا 

الحسابي، وال�نحراف المعياري لدرجات الحرارة.

................................... =
    

 = 1=س



الوسط الحسابي  

.......................... =

                
   = 1=

2) − س(

 ال�نحراف المعياري 

تبعد درجة الحرارة ١٦ عن الوسط الحسابي بمقدار .........................
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5

القيمة الخام: هي القيمة ال�أصلية التي نحصل عليها في اختبار اأو مقياس ما، ويرمز لها بالرمز »س«.
س _ العلامة المعيارية: هي عدد ال�نحرافات المعيارية التي تبعدها القيمة )العلامة( الخام عن الوسط الحسابي، وبالرموز 

 =  فاإن: 

          نشاط )٣(: 

آتي الذي يبين علامات ثلاثة طلاب في الرياضيات والتكنولوجيا. اأجيب  معتمداً على المعلومات الواردة في الجدول ال�
عن كل مما ياأتي:

التكنولوجياالرياضيات

٦٤٧٠الوسط الحسابي

 ١٠٥ال�نحراف المعياري

٨2٨٠بلال

٦٤٧٠يامن

٦٠٦٠كنان

تحصيل بلال اأفضل في ......................
الرياضيات  في  بــلال  للطالب  المعيارية  العلامة  اأجــد 

والتكنولوجيا:

  
 _ س

 = 
١ العلامة المعيارية للرياضيات 

                     
 

١,٨ =
  ٨ _ ٦٤2

 =١٠
                         

  
 _ س

 = 
2 العلامة المعيارية للتكنولوجيا 

2 =
  ٨٠ _ ٧٠

 =
٥

                             
    

تحصيل بلال اأفضل في التكنولوجيا؛ ل�أن علامته المعيارية في التكنولوجيا اأكبر من علامته المعيارية في الرياضيات.

تحصيل يامن اأفضل في ....................            

تحصيل كنان اأفضل في ....................
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6

  مثال )١(: مزارع فلسطيني يزرع البندورة في سهل مرج ابن عامر، كان الوسط الحسابي لكتل )٣٠٠( صندوق 
اختيرت ٣ صناديق، وكانت كتلها ١٣كغم، ١9كغم، ١٧كغم على  المعياري )2(كغم،  وانحرافها  بندورة ١٧كغم، 

الترتيب. اأجد العلامة المعيارية لكتل كل من الصناديق الثلاثة.

، حيث ع هي العلامة المعيارية، س الكتلة الخام،  الوسط الحسابي للكتل،  ال�نحراف 
 _ س

 =  الحل: 

المعياري لها.
2- =

  ١٣ _ ١٧
 =١2 - العلامة المعيارية لكتلة الصندوق ال�أول 

١ =
  ١ _ ١٧9

 =22 - العلامة المعيارية لكتلة الصندوق الثاني 

= صفر
  ١٧ _ ١٧

 =٣2 - العلامة المعيارية لكتلة الصندوق الثالث 

 مثال )٢(: حصلت عهد على علامة ما في الرياضيات، وكانت العلامة المعيارية المقابلة لها )٥‚١( علماً باأن 

الوسط الحسابي لعلامات طالبات صفها كان )٨٥( وال�نحراف المعياري )٦(، اأجد علامة عهد في اختبار الرياضيات.

   
 _ س

 =  الحل: 

س _ ٨٥  
 ٦  = ١,٥      

  ومنها 9 = س _ ٨٥ 
       س = 9٤

 مثال )٣(: اإذا كانت اأعمار )٥( اأشخاص كال�آتي: 2٠ ، ٨ ، ١2، ١٤، ١٦، جد:
١( العلامات المعيارية المناظرة ل�أعمار هؤل�ء ال�أشخاص.

2( الوسط الحسابي للعلامات المعيارية.
٣( ال�نحراف المعياري للعلامات المعيارية.

الحل:
                    

 = 1=س



         
١٤ =

  ٧٠  
=
  ١ + ٨2 + ١٦ + ١٤ + 2٠

٥ ٥
  
=
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س _ )س − (2)س − (العمر )س(
 = 

2٠٦٣٦

١٦2٤

صفر١٤٠٠
١22-٤

٣٦-٨٦

صفر٨٠المجموع

٦- 
٤

2 
٤

2- 
٤

٦ 
٤١,٥ =

١,٥- =

٠,٥ =

٠,٥- =

٨٠
٥ =١٦ =٤ =

                
   = 1=

2) − س(

     

2( الوسط الحسابي للعلامات المعيارية

  ١,٥ + ٠.٥ + صفر + -٠,٥+ -١,٥ + صفر

٥
٠ = =     

٣( ال�نحراف المعياري للعلامات المعيارية: 

    

                
   = 1=

2) − (

٥
=

2)١,٥_٠-( + 2)٠,٥_٠-( + 2)٠_٠( + 2)٠,٥_٠( + 2)١,٥_٠(
    

= ٥ 
٥١ =     

نتيجة: اإذا كانت القيم الخام لمجتمع اإحصائي هي س١، س2، .........، س، وكانت العلامات 
، ............،  فاإن الوسط الحسابي  للعلامات المعيارية 

2 ،
١ المعيارية المقابلة لها هي

.١ =  يساوي صفراً، وال�نحراف المعياري لها
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٨

 مثال )٤(: اإذا كانت العلامات المعيارية المناظرة ل�أطوال ٥ اأشجار صنوبر كال�آتي:
      ل ، ٠,٥ ، صفر ، -٠,٥ ، -١,٥ فما قيمة ل؟

الحل: ل + ٠,٥ + ٠ + -٠,٥ + -١,٥ = صفر 
          ل + -١,٥= صفر 
       ل = ١,٥

                 
 مثــال )5(: اإذا كانــت علامتــا طالبيــن فــي امتحــان التكنولوجيــا ٧٠، ٨٨ وكانــت علامتاهمــا المعياريتــان المناظرتــان 

-٠,٨ ، ١ علــى الترتيــب، مــا الوســط الحســابي وال�نحــراف المعيــاري لعلامــات طلبــة الصــف فــي ال�متحــان؟

الحل:

  
 _ س

 =                

وبالضرب التبادلي: 
 
  _ ٠,٨ = ٧٠-                    

)١( ..........  − ٧٠ = ٠,٨-                      
        ١ =  ٨٨ _   وبالضرب التبادلي:

  


        
       )2( ..........   ٨٨ =        

       
اأحل المعادلتين )١( ، )2( بالحذف

  ٨٨ =      
  ٧٠ = ٠,٨-    

     

١٠ =  ١٨ ومنها = بالطرح ١,٨

   ٧٨ =  ومنها   وبالتعويض في اإحدى المعادلتين ينتج اأن ١٠ = ٨٨

اأي اأن الوسط الحسابي = ٧٨   وال�نحراف المعياري = ١٠
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٩

س١: في مزرعة خراف، اإذا كانت كتل )٥( خراف كال�آتي ٤٠كغم، ٥٠كغم، ٦٠كغم،٧٠كغم، ٥٥كغم. 
اأجد العلامات المعيارية للكتل؟

س٢: اإذا علمت اأن علامة سمير في امتحان اللغة العربية ٧2 ، وفي التكنولوجيا ٦9، وفي الرياضيات ٧٥، 
والوسط الحسابي لعلامات طلبة الصف في المواد الثلاث بالترتيب هو ٦9، ٦٨، ٧9، وال�نحراف المعياري 

١، ٤، 2، في اأي المواد كان تحصيل سمير اأفضل؟

لحم ١٧متراً  بيت  في  برك سليمان  في محيط  الصنوبر  اأشجار  ل�أطــوال  الحسابي  الوسط  كان  اإذا  س٣: 
وال�نحراف المعياري لمجموعة ال�أطوال يساوي ٣م، اأجد ال�أطوال الحقيقية للاأشجار التي اأطوالها المعيارية 

.١,٨- ،2

س٤: اإذا حولت القيم الخام لمجتمع اإحصائي اإلى علامات معيارية فاأصبحت كال�آتي:
 ٠,٥، ٠,٥ك، -١,٥، -٠,٥، ٠ ، اأجــد قيمــة ك ؟ اأتحقــق اأن ال�نحــراف المعيــاري للعلامــات المعياريــة 

يســاوي ١.

س5: اإذا كانت العلامات المعيارية المقابلة للقيمتين ٨٥، ٧٠ هي ١، -2 على الترتيب. اأحسب العلامة 
المعيارية للعلامة الخام ٧٥.

تمارين ومسائل )١-١(
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١٠

١-٢ Standard Normal Distribution التوزيع الطبيعي المعياري 

نشاط )١(:
ــة كافّــة فــي جميــع  تكمــن وظيفــة الهيموجلوبيــن فــي الــدم، باأنّــه يقــوم بحمــل ال�أكســجين والغــذاء اإلــى الخلايــا الحيويّ
نســان وجنســه،  مناطــق الجســم، ويجــب اأن تكــون نســبة الهيموجلوبيــن فــي مســتويات محــدّدة تختلــف حســب عمــر ال�إ
حتــى تتمكّــن اأعضــاء الجســم مــن القيــام بوظائفهــا بكفــاءة عاليــة. والمســتوى الطبيعــي للهيموجلوبيــن يجــب اأن يكــون 
نــاث: مــن ١١ - ١٤ جــرام/ ديســيليتر، وعنــد  آتــي: عنــد الذكــور البالغيــن: مــن ١٣,٥ - ١٧,٥جــرام/ ديســيليتر، عنــد ال�إ كال�

ال�أطفــال: مــن ١١ - ١٦ جــرام/ ديســيليتر.
اإذا كانت نسبة الهيموجلوبين عند سيدة عمرها ٤٥ سنة هي ٨,٨ ، فاإن هذه النسبة تكون اأقل من المعدل الطبيعي.( ١
اإذا كانت نسبة الهيموجلوبين عند رجل بالغ هي ٥‚١2 ، فاإن هذه النسبة تكون ................( 2
اإذا كانت نسبة الهيموجلوبين عند طفل هي١٣، فاإن هذه النسبة تكون ..........................  ( ٣

نشاط )٢(:

مثلّ المعلم حمدان علامات طلاب مدرسته في مادة الرياضيات بيانياً، كما هو في الشكل المجاور. األ�حظ اأن هناك 
تجمعاً لعلامات الطلاب في المنتصف، كما اأن شكل التمثيل البياني لتوزيع العلامات يشبه الجرس تقريباً. اإن مثل هذا 

التوزيع يسمى توزيعاً طبيعياً.

الوسط الحسابي للعلامات يقع في الفئة )٧١-٧٥(( ١

الوسيط للعلامات يقع في الفئة ..................( 2

المنوال للعلامات هو مركز الفئة ................( ٣

اأتعلمّ:
اإذا كان الوسط = الوسيط = المنوال يكون التوزيع طبيعياً. 
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١١

التوزيع الطبيعي:
يوجد العديد من التوزيعات ال�حتمالية، ومنها التوزيع الطبيعي، ويعتبر التوزيع الطبيعي من اأهم التوزيعات ال�حتمالية في 
أنه يمثل كثيراً من الظواهر التي تقابلنا في الحياة العملية، مثل: ال�أطوال، والكتل، وال�أعمار، ودرجات  حصاء، ل� علم ال�إ

الحرارة، والدخل الشهري، وغيرها من الظواهر المتصلة.
خصائص التوزيع الطبيعي:

التمثيل البياني له منحنى يشبه الجرس، ومتماثل حول المستقيم الراأسي المار بالوسط.( ١
يتساوى فيه الوسط والوسيط والمنوال.( 2
المنحنى متصل.( ٣
يقترب المنحنى من المحور س، ولكنه ل� يمسه.( ٤

وسنركز في دراستنا هذه على التوزيع الطبيعي المعياري.

فاإن  الطبيعي،  التوزيع  تتبع  خام  علامات   س ،....... كانت س١، س2،  اإذا  المعياري:  الطبيعي  التوزيع 
العلامات المعيارية المقابلة لها هي ١،  ،....... ،2 تتبع توزيعاً طبيعياً يسمى التوزيع الطبيعي المعياري، 

ويكون فيه الوسط الحسابي يساوي صفراً، وال�نحراف المعياري يساوي )١(.

جدول المساحة تحت المنحنى الطبيعي المعياري:
العلماء جداول  المعياري تساوي وحدة مساحة واحدة، وقد وضع  الطبيعي  المنحنى  الكلية تحت  المساحة 

خاصة تبين نسبة المساحة تحت المنحنى والمحدودة بقيمة معينة من العلامات المعيارية.
سنعتمد الجداول الملحقة في نهاية الكتاب والتي تعطي المساحة المحصورة تحت ع حيث ع عدد حقيقي.

 مثال )١(: باستخدام جدول التوزيع الطبيعي المعياري، اأجد كلاّ من:
اأ( نسبة المساحة تحت )ع = ١٧‚١(.    

ب( نسبة المساحة فوق )ع = 2‚١(
جـ( نسبة المساحة تحت )ع = -١(
د( نسبة المساحة فوق )ع = -٥‚٠(

)٠,١٥ = 2 ١ = -٠,٨ و( نسبة المساحة المحصورة بين )هـ
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١٢

الحل:
اأ( نسبة المساحة تحت ) = ١٧‚١( = ٨٧9٠‚٠ ويتم اإيجادها من جدول التوزيع الطبيعي المعياري وتحدد من تقاطع 

الصف ١‚١ ومن العمود ٠,٠٧، حيث اأن تقاطع العمود مع الصف يمثل قيمة المساحة. األ�حظ الشكل: 

٠ ١٧‚١

٨٧‚٠9٠

ب( نسبة المساحة فوق ) = 2‚١( = ١ – المساحة تحت ) = 2‚١( = ١ _ ٨٨٤9‚٠ = ١١٥١‚٠ األ�حظ الشكل:

٠ ١‚2

١١٥١‚٠

جـ( نسبة المساحة تحت ) = -١( = ١٥٨٧‚٠ مباشرة من الجدول، األ�حظ الشكل:

٠ ١-

١٥٨٧‚٠
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١٣

د( نسبة المساحة فوق ) = -٠,٥( = ١ _ )المساحة تحت ع = -٠,٥(
                                = ١ _ ٣٠٨٥‚٠ = ٦9١٥‚٠ األ�حظ الشكل:

٠,٥-

٦‚٠9١٥

)٠,١٥ = 2( و )١ = -٠,٨( نسبة المساحة المحصورة بين )هـ
)٠,٨- = ( المساحة تحت _ ).,١٥ = ( المساحة تحت =

٠ = ٠,٣٤٧٧,2١١9 _ ٠,٥٥9٦ =                 

٠ ٠,١٥

٠,٣٤٧٧

٠,٨-

جد قيمة ع في كل مما ياأتي:  مثال )٢(: اأ
اأ( نسبة المساحة تحتها تساوي 9٨٥٠,٠ 

ب( نسبة المساحة فوقها تساوي ٠,٦٦2٨  

الحــل: اأ( نســبة المســاحة تحــت  = ٠,9٨٥٠ ، اأبحــث فــي الجــدول عــن المســاحة ٠,9٨٥٠ ، جــد اأنهــا تقــع عنــد 
آتــي:  تقاطــع صــف  = 2,١  وعمــود ٠,٠٧ ، ومنهــا   = 2,١٧ ، األ�حــظ الشــكل ال�

٠ 2‚١٧

٠,9٨٥٠

 ٠,٦٦2٨ = ١ _ المساحة تحت =  ب( نسبة المساحة فوق
٠,٦٦2١ _ ٨ =  نسبة المساحة تحت

 ٠,٣٣٧2 =    

٠,٤2-

٠,٦٦2٨

من الجدول  = -٠,٤2 األ�حظ الشكل المجاور:             
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١٤

 مثال )٣(: الوسط الحسابي ل�أعمار المصابيح الكهربائية التي ينتجها اأحد المصانع هو ١2٠٠ ساعة 
بانحراف معياري مقداره ٣٠٠ ساعة، فاإذا كانت هذه ال�أعمار تتبع التوزيع الطبيعي واختير اأحد المصابيح 

عشوائياً، فما النسبة المئوية ل�أن يبقى المصباح الكهربائي صالحاً لمدة تزيد على ١٨٠٠ ساعة.
)

س=١٨٠٠
| ( الحل: نسبة اأن يبقى المصباح صالحاً لمدة تزيد على ١٨٠٠ ساعة = المساحة فوق

2 =
  ١2٠٠  ١٨٠٠

 = 
  س

 = 
س=١٨٠٠
|٣٠٠             

)2 = ( المساحة = المساحة فوق
)2 = ( ١ – المساحة تحت =

                ٠,٠22٠ = ٨,9٧٧2 – ١ =
 النسبة المئوية المطلوبة = ٠,٠22٨ × ١٠٠% = %2,2٨           

للكتل  المعياري  وال�نحراف  ٦٥كغم،  يساوي  شخص   ١٠٠٠ لكتل  الحسابي  الوسط   :)٤( مثال   
٦٥كغم  بين  كتلهم  تقع  الذين  ال�أشخاص  نسبة  فما  الطبيعي،  التوزيع  تتبع  الكتل  كانت  فاإذا  ١٠كغم، 

و9٥كغم؟ وما عددهم؟
الحل: نسبة ال�أشخاص الذين كتلهم بين ٦٥كغم، 9٥كغم

= نسبة المساحة المظللة في الشكل المقابل.            

       اأحول القيمة الخام 9٥ اإلى علامة معيارية
       

٣ = 
٦٥  9٥

 = 
   س

 = س=9٥
|      ١٠                         

نسبة ال�أشخاص = المساحة بين ) = صفر ، و  = ٣(      لماذا؟
                = المساحة تحت ) = ٣( – ٥,.     لماذا؟

.,٠ – ٥,99٨٧  =                
 ٠,٤9٨٧ =        

عدد هؤل�ء ال�أشخاص = ١٠٠٠ × ٠,٤9٨٧  ٤99 شخصاً.

٠ 2

٠,٠22٨

٠ ٣

٠,٤9٨٧
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١5

تمارين ومسائل )١ - ٢( 

آتية: س١: اأجد المساحة تحت المنحنى الطبيعي المعياري في كل من الحال�ت ال�
)١,٣٨ = ( تحت )اأ
)٠,9٠ = ( فوق )ب

)١,٥ = ( و ) ١,٥- = ( بين )جـ

آتية: س٢: اأجد العلامة المعيارية )( في كل من الحال�ت ال�
اأ( المساحة تحت ع هي ٠,٨٥٥٤
ب( المساحة فوق ع هي ٠,٧٧٣٤
ج( المساحة بين - و  هي ٠,٦

س٣: اإذا كانت اأطوال طلبة مدرسة ثانوية فيها ٥٠٠ طالب، اأطوالهم تتبع التوزيع الطبيعي بوسط حسابي 
يساوي ١٦٥سم، وبانحراف معياري ١٠سم، ما نسبة الطلبة الذين تنحصر اأطوالهم بين ١٥٠سم ، ١٨٠سم؟ 

وما عددهم؟

س٤: اإذا كانت علامات ٦٠٠ طالب تتخذ توزيعاً طبيعياً بوسط حسابي ٧2 وبانحراف معياري ٨ وكانت 
علامة النجاح هي ٦٠، اأجد:

اأ( النسبة المئوية للطلبة الذين تقع علاماتهم بين ٦2، ٧٨.
ب( عدد الطلبة الراسبين. 

س5: تتبع رواتب ١٠٠٠ موظف في اإحدى الشركات توزيعاً طبيعياً بوسط حسابي ٧٠٠ دينار، وبانحراف 
معياري 2٠ ديناراً. اأحسب عدد الموظفين الذين تنحصر رواتبهم بين ٦٨٠ ديناراً و ٧٤٠ ديناراً.
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١6

)١-٣( تمارين عامة

جابة الصحيحة في كل مما ياأتي: س١: اأضع دائرةً حول رمز ال�إ
ما قيمتا الوسط الحسابي )( وال�نحراف المعياري )( لمنحنى التوزيع الطبيعي المعياري:( ١

٠ =  ،١ =  )١  د =  ،٠ =  )٠    جـ =  ،٠ =  )١   ب =  ،١ =  )اأ    

ما العلامة المعيارية المناظرة للعلامة ٧٧ علماً باأن الوسط الحسابي ٧٠ وال�نحراف المعياري ١٤ .( 2
    اأ( -2                  ب(  -٥٠‚٠             جـ( ٥٠‚٠               د( 2                   

العلامة الخام  المعياري ١٥ فما  المفردات ٧٥ وال�نحراف  الوسط الحسابي لمجموعة من  اإذا كان   )٣
المناظرة للعلامة المعيارية ع = 2؟

    اأ(  ١٠٣               ب( ١٠٨                   جـ( ١٠٤                  د( ١٠٥               

٤( ما نسبة المساحة تحت )ع = 2,٨٥(؟
   اأ( 99٧٨‚٠          ب( ٠٠22‚٠          جـ( ٠٣22‚٠         د( 9٧٨٨‚٠

: )١,٦٥<<٠,9٥( ما نسبة المساحة بحيث )٦
    اأ( ٠99١‚٠          ب( ١١9٠‚٠          جـ( ٦9٠٠‚٠              د( ٨٨٠9‚٠

٦( ما مجموع جميع العلامات المعيارية لتوزيع طبيعي؟
    اأ( ١                   ب( ٠                    جـ( -١                   د( ٥٠٠٠‚٠

2 فما قيمة الثابت  ؟
١- ،  ، 2

٧( اإذا كانت العلامات المعيارية لخمسة طلاب كما يلي ١,٥، صفر ، -٣

2
2                   د(  ١

2                   جـ( -١
    اأ( ١                   ب(  ٣

)٠,٧٥ = ( ما نسبة المساحة الواقعة تحت المنحنى الطبيعي المعياري والواقعة فوق )٨
    اأ( ٠,22٦٦            ب( ٠,2٧٣٤             جـ( ٠,٧٧٣٤             د(  ٠,٥٧2١

س٢: اإذا كانت العلامتان المعياريتان المناظرتان للعلامتين ٧١ ، ٥٣ هما 2 ، -١ على الترتيب، اأجد 
الوسط الحسابي وال�نحراف المعياري للعلامات الخام لطلبة الصف.
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أرز بوسط حسابي يساوي ١,٠١كغم، وبانحراف معياري  س٣: خط اإنتاج في مصنع ينتج اأكياساً من ال�
يساوي ٠,٠2 كغم. اأجد:

اأ( نسبة ال�أكياس التي كتلتها اأقل من ١,٠٣كغم.
ب( نسبة ال�أكياس التي تتراوح كتلها بين ١كغم  و ١,٠٥كغم.

س٤: اإذا ارتبط عمر بطارية السيارة بالمسافة التي تقطعها السيارة باستعمال هذه البطارية، وعلم اأن عمر اأحد 
اأنواع بطاريات السيارات يتوزع توزيعاً طبيعياً بوسط حسابي ١٠٠٠٠٠كم، وبانحراف معياري ١٠٠٠٠كم. 

واأنتجت اإحدى الشركات 2٠٠٠٠ بطارية من هذا النوع في الشهر. اأجد:
اأ( عدد البطاريات التي تتراوح اأعمارها بين 9٠٠٠٠كم، ١١٠٠٠٠كم.

ب( عدد البطاريات التي تزيد اأعمارها على ١2٠٠٠٠كم. 
ج( النسبة المئوية للبطاريات التي تتراوح اأعمارها بين ٨٠٠٠٠كم، ١١٠٠٠٠كم.

س5: نادي رياضي مكون من ٤٠٠ عضو تتبع اأعمارهم التوزيع الطبيعي بوسط حسابي ٤٠ سنة وبانحراف 
معياري ٥ ، اأجد: 

اأ( عدد ال�أعضاء الذين تزيد اأعمارهم على ٥٠ سنة.
ب( عدد ال�أعضاء الذين تتراوح اأعمارهم بين ٣٥ سنة اإلى ٤٥ سنة.

س6: اأقيّم ذاتي: اأكمل الجدول ال�آتي:
مستوى ال�نجاز مؤشر ال�داء

منخفض  متوسط مرتفع 
اأجد العلامة المعيارية 

اأجد المساحة تحت المنحنى الطبيعي 
اأحل مسائل منتمية ل�يجاد كل من الوسط وال�نحراف المعياري 

اأوظف المنحنى الطبيعي في حل مشكلات حياتية 
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٢ النهايات وال�تصالالوحدة

جدار الضم والتوسع العنصري قسّم فلسطين اإلى مجمعات منفصلة، اأناقش كيف يمكن جعل 
مدن فلسطين متصلة.

Limits and Continuity
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نتهاء من دراسة هذه الوحدة والتفاعل مع اأنشطتها اأن يكونوا قادرين على توظيف  يتوقع من الطلبة بعد ال�إ
النهايات في الحياة العمليّة من خلال ال�آتي:

التعرف اإلى مفهوم نهاية ال�قتران عند نقطة.. ١

اإيجاد نهاية ال�قتران عند نقطة باستخدام الجدول، والرسم البياني.. 2

اإيجاد نهاية اقتران متعدد القاعدة عند نقطة.. ٣

التعرف اإلى نهاية ال�قتران في المال�نهاية باستخدام القوانين.. ٤

بحث اتصال اقتران عند نقطة.. ٥
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تمتاز ال�أجهزة الحديثة بسعة وسائط التخزين التي تستخدم لتخزين المعلومات، فعادة تخزن هذه المعلومات بشكل رقمي 
على وسائط التخزين المتصلة بالحاسوب لذاكرة القراءة ROM وذاكرة الوصول العشوائي RAM فاإذا استخدم اإبراهيم 

آتي السعة المستخدمة، والسعة الحرّة، فكانت كما ياأتي: جهازاً سعته ٨ جيجابايت، وسجل في الجدول ال�

...2,9992,992,9...٣...٣,١٣,٠١٣,٠٠١...السعة المستخدمة س

...٥,٠٠١٥,٠١٥,١...٥...٤,9٤,99٤,999...السعة الحرّة ص

وبفرض اأن السعة المستخدمة س والسعة الحرّة ص فاإن العلاقة بين س ، ص تكون ص = ٨ – س 
ويقابل ٣,٠١ من السعة المستخدمة ٤,99 جيجابايت من السعة الحرّة. 

ويقابل ٣,٠٠١ جيجابايت من السعة المستخدمة ........ جيجابايت من السعة الحرّة. 
يقابل ....... جيجابايت من السعة المستخدمة ٥,٠١ جيجابايت من السعة الحرّة.

يلاحظ من الجدول اأنه كلما اقتربت السعة المستخدمة )س( من اليمين من العدد ٣  يقابل ذلك اقتراب السعة الحرّة 
)ص( من اليمين من العدد ٥.

وكذلك اقتراب السعة المستخدمة من اليسار من العدد ٣ يقابلها اقتراب السعة الحرّة  من اليسار من العدد ...........
قارن بين السعة الحرّة من اليسار ومن اليمين، عندما تقترب السعة المستخدمة من العدد ٣.

  ٢-١Limit of a function :نهاية ال�قتران

نشاط )١(: 

نشاط )٢(: 
نه عندما تقترب س من العدد ٤ من اليمين فاإن )س( يقترب من ٥، وعندما  ليكن )س( = س+١ ، س  ح ، فاإ

تقترب س من العدد ٤ من اليسار فاإن )س( يقترب .........

تعريف: نهاية ال�قتران ق)س( عند نقطة:
- كلما اقتربت قيم س من العدد  من جهة اليمين اقتربت قيم )س( المقابلة لها من عدد حقيقي معين )ل( 

يعبر عنها بالصورة )س( = ل. 
  س+

                  
- كلما اقتربت قيم س من العدد  من جهة اليسار اقتربت قيم )س( المقابلة لها من عدد حقيقي معين )ل( 

يعبر عنها بالصورة )س( = ل.
  س

                  
- اإذا كانت )س( = )س( = ل  فاإن )س( موجودة ويكون )س( = ل.

  س          س                    س+
            س
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٢١

  مثال )١(: الشكل المجاور يمثل منحنى ال�قتران:

س 2 9 ، س  ٣ اأجد ما ياأتي: 
٣  س )س( = 

١( )٣( )اإن وجدت(
2( نهاية )س( عندما تقترب س من العدد ٣ )اإن وجدت(

الحل: بملاحظة الشكل، اأجد اأن:
١( )س( غير معرف عندما س = ٣ 

2( )س( = ٦  وكذلك )س( = ٦ اأي اأن )س( = ٦  
س  3          س  3

+س  3        
    

اأفكر واأناقش: هل توجد علاقة بين وجود النهاية عندما تقترب س من س١ ووجود صورة س١ في ال�قتران؟

 ٦  س ،
س2 _ ٥س _ ٦

س _ ٦
يوضح الشكل المجاور منحنى )س( = 

  ٦  س+١ ، س = 
)س _ ٦( )س + ١(

)س _ ٦( )س( = 

اأكمل الجدول ال�آتي: 

......٥,999...٦......٦,١٦,٠١...س

......٦,999...غير معرفة......٧,١٧,٠١...)س(

)س( = ...... ، )س( = ........  اأي اأن )س( = .........
+س  6                            س  6

س  6                    

نشاط )٣(: 
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تمارين ومسائل )٢-١(

آتية: )س( ، هـ)س( ، ك)س( ، م)س( اأجد ما ياأتي: س١:  بال�عتماد على منحنيات ال�قترانات ال�
                     )س(                                                  هـ)س(

             

                   ك)س(                                                     م)س(
                     

  

اأ( )٤( = .........................                   هـ( هـ)٤( = .......................

ب( )س( = .................                   و( هـ )س( = .................
 س  ٤

         
 س  ٤

ج( ك)٤( = ........................                   ز( م)٤( = .........................       

د( ك)س( = ..................                   ح( م )س( = ..................
 س  ٤

س  ٤         

يجاد:    س٢: اأعتمد الشكل المجاور الذي يمثل منحنى ال�قتران )س( ل�إ

اأ( )س(          ب( )س( 
س  ٠ 

              
  

س  ٤

   
ج( )س(          د( )س( 

 
٠ س 

              
  

+س  ٠
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تعتبــر البطاريــات "ال�أعمــدة الجافــة" مصــدراً مــن مصــادر الطاقــة الكهربائيــة، حيــث تقــوم بتزويــد الــدارة بالطاقــة عــن طريــق 
  DC ًالمفتـــاح الكهربــــائي، عندمــــا يكون المفتــــاح مغلقاً، ويســــمى التيـــار الذي يســري في الدارة المغلقة تيــاراً مسـتمرا
ذا اســتخدم طالــب بطاريــةً  "Direct Current" وتبقــى قيمــة هــذا النــوع مــن التيــار واتجاهــه ثابتيــن مــع مــرور الزمــن، فــاإ

نــه يمكــن تمثيــل الجهــد مــع مــرور الزمــن بالشــكل المجــاور:  ذات مصــدر جهــد ثابــت مقــداره ٦ فولــت، فاإ

......2,٠١2,٠٠١2١,999١,99......الزمن 

......٦............٦...الجهد 

الجهد عندما يقترب الزمن من ثانيتين هو ٦
الجهد عندما يقترب الزمن من ٣ ثوانٍ هو ٦

الجهد عندما يقترب الزمن من ٤ ثوانٍ هو .....
الجهد عندما يقترب الزمن من  ثانية هو ..... 
 ....... = )(يمكن تمثيل الجهد بال�قتران ت

 )(ت استخدم الجدول في اإيجاد
 2             

     

  ٢-٢ Limits Rules قوانين النهايات

نشاط )١(: 
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  مثال )١(: اإذا كان )س( = ٤ ، هـ)س( = -٣
                س  ٣         س  ٣

( )١)س( + هـ)س(( = )س( + هـ)س( = ٤ + -٣ = ١
    س  ٣             س  ٣         س  ٣ 

١٧ = 9-  س( = ٨(هـ٣  )س(2 = ))س(٣هـ  )س(2( )2
    س  ٣                 س  ٣           س  ٣

( )٣)س( × 2هـ)س(( = )س( × 2هـ)س( = ٤ × 2 × -٣ = -2٤
    س  ٣              س  ٣          س  ٣

٣=  -٤ = 
٤(  )س(

    س  ٣ 
هـ)س(

)س(
س  ٣هـ)س(

س  ٣

٣=  ٤-

    س  ٣            س  ٣         ٥( 2)س( = ))س((2 = )٤(2 = ١٦

  جـ ، س( = جـ حيث( جـ فاإن = )س( اإذا كان :)قاعدة )١ -
  س       

س  - قاعدة )٢(: اإذا كانت )س( = ل، هـ)س( =  وكان ، ل، جـ اأعداداً حقيقية، فاإن:                س                                         

 + س( = ل(هـ + )س( = ))س( + هـ)س(( )١  س           س          س    
س  2( جـ)س( = جـ )س( = جـ × ل     س     × س( = ل(هـ × )س( = ))س( × هـ)س(( )٣  س           س          س    

= 
٤(  )س(

   س    
هـ)س(

)س(
هـ)س(

  س

  س

 ،   ٠=  ل 

     س             س            ٥(  )س( = ))س(( = )ل(  ،  ط* . 

اأتذكّر: اقتران كثير الحدود هو اقتران يكون على الصورة:

   ،ط   حيث . + ... + 22س + ١١ س + س = )س(

قواعد اإيجاد النهايات:

. https://www.wepal.net
www.wepal.net | RESOURCE #109932 | TRACK fb72f7d7854ba9be
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)( = )س( كثير حدود، فاإن )س( اإذا كان :)قاعدة )٣ -
  س          

هـ)س( ، )س(،هـ)س( كثيرا حدود، 
اأتذكر: ال�قتران النسبي هو اقتران يمكن كتابته على الصورة م)س( = )س(

هـ)س(  صفر 

يجاد نهاية ال�قتران النسبي م)س( نلجاأ اإلى التعويض المباشر:  ل�إ

 صفر  فاإن هذه الكمية غير معينة، وعندها نلجاأ اإلى التحليل، ثم ال�ختصار، ثم التعويض.
اإذا كان التعويض المباشر يعطي  صفر

 ، س  ٥،٠ ، جد: 
س2 _ 2٥
س2 _ ٥س

اإذا كان )س( = 

اأ( )س(
   س  2

ب( )س(
     س  ٥

بالتعويض المباشر
   

س2 _ 2٥
 س2 _ ٥س

 = )س( )الحل: اأ
          س  2    س  2  

............................. =         
 

نشاط )٢(: 

  مثال )٢(: اإذا كان )س( = ٣س2 + 2 اأجد )س(
س  2           

١٤ = 2 + 2)2(٣ = )2( = )س( كثير حدود، فاإن )س( الحل: بما اأن
س  2        
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س2 _ 2٥
 س2 _ ٥س

 = )س(  )ب
  

 س  ٥
     

بالتعويض المباشر ينتج ٠٠ وهي كمية غير معينة، لذا نلجاأ للتحليل ثم ال�ختصار ثم التعويض.

  

)س _ ٥()س + ٥(
س)س _ ٥(  

 =
  

 س  ٥
  

  

)س + ٥(
س

  
 =

  
 س  ٥

  
............................ =

 
٤ _ س2
س _ 2  

  جد
  

 س  2
     

 = ٠٠  وهي كمية غير معينة. 
٤ _ ٤
2 _ 2

عند التعويض المباشر، نحصل على: 

= ................ = -)2 + س( = ..............
 

)2 _ س()2 + س(
)س _ 2(

  
 =

 

٤ _ س2
س _ 2

  


س  2                 س  2
                 

س  2

نشاط )٣(: 

نشاط )٤(:

 
 

س٣ + 2٧
)س + ٣(   

 جد
                  

        س  -٣

عند التعويض المباشر نحصل على ..............................

................. = ..................... = 
 

س٣ + 2٧
)س + ٣(   


س  -٣

                     
س  -٣
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تمارين ومسائل )٢-٢(

آتية: س١: اإذا كان )س( = - ،2هـ)س( = ٣. اأجد النهايات ال�
                س  2     س  2

اأ22( ))س(  هـ)س((
   س  2

   ٥)س(   
هـ2)س(+س

  )ب
     س  2

)٣ 2س( +س(٤( )ج
س  2     

آتية:                               س٢: جد النهايات ال�

  ٣س2 ١2س  
١٦ 2س    )اأ

    س  ٤

   ١  س٣  
١ 2س   )ب

     س  ١

   ٥  2س  
٥   س   )جـ

٥ س      

.  2٤ فما قيمة الثابت = )9  2س(  
٣  س   س٣: اإذا كان

                س  ٣

   س 2 2س   ، س  2، س  -٤ ، اأجد )س(.
س٤: اإذا كان )س( =  س2 + 2س − ٨

                          س  2
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يعتبر انقطاع التيار الكهربائي عن المنازل في فصل الشتاء حدثاً كبيراً، فالكهرباء تنير البيوت وتزودها بالطاقة، وتستخدم 
)Alternative Current( وهو متغير في القيمة وال�تجاه دورياً بمرور الزمن، ولتقديم  AC شركة الكهرباء التيار المتناوب
خدمة اأفضل للمواطنين تسعى شركات الكهرباء اإلى تشجيع المواطنين على تسديد المستحقات المترتبة عليهم، فاإذا 
قدمت اإحدى الشركات عرضاً يقضي بخصم ربع المستحقات عند التسديد اإذا كانت هذه المستحقات مئة دينار اأو 

اأكثر، وخصم مبلغ ثابت قدره 2٥ ديناراً اإذا كانت هذه المستحقات بين ٨٠ و ١٠٠ دينار.

آتية، حيث تمثل س المبلغ المستحق:          يمكن تمثيل العرض بالعلاقة ال�
2٥     ، ٨٠>س>١٠٠

100١ س  ، س
٤

)س( =  
               

قيمة الخصومات لشخص دفع مبلغ ٨٥ ديناراً هو 2٥ديناراً.
قيمة الخصم لشخص دفع مبلغ ١2٠ ديناراً هو ..........
قيمة الخصم لشخص دفع مبلغ 2٠٠ دينار هو ..........

هل قيمة الخصم تساوي 2٥ ديناراً عندما يقترب مبلغ المستحقات من ١٠٠ دينار؟

اإذا مثلت علاقة الخصم بالشكل المجاور:
فاإن  )س( = .......................

+س  100   
     

س  100)س( = ...........................

س  100)س( = ...........................

٢-٣        Limit of Multi Rules Function :نهاية ال�قتران متعدد القاعدة

نشاط )١(:
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٢٩

   ، جد:
2س+١،   س<2

2س2+١،    س
  مثال )١(:  اإذا كان )س( = 

١( )س(        2( )س(        ٣( )س(      ٤( )س(        ٥( )س(   
س  2

             
         

-

  س  2 -
    س  ٤      س  ١                  س  2+                          

الحل: ١( )س( = )2س + ١( = 9   
       س  ٤                   س  ٤

2( )س( = )س2 + ١( = 2   
      س  ١                    س  ١

٣( )س( = )2س + ١( = ٥   
      س  2+                   س  2

٤( )س( = )س2 + ١( = ٥   
      س  2-                    س  2

٥( )س( = ٥   
                س  2

  مثال )٢(:

  ، س٤   فاإن
س 2 ٥س + ٤

٤  س
١-

اإذا كان )س( =  
٤                                                   ، س =

)١  ٤()س  س(
٤  س   = ٥س + ٤  2س

٤  س
  = )س( )١

      س  ٤                س  ٤              س  ٤

 س − ١
س  ٤

 =                 
          

٣ =         

2( )٤( = -١                         )ماذا تلاحظ؟(

 اإذا كان )س( اقتراناً متعدد القاعدة، ويُغير من قاعدته عند س = ، وكانت )س( = )س( = ل   
 
-  س                    

+  س( موجودة وتساوي ل.                                                                                                                             س( فاإن   س         

قاعدة:
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٣٠

تمارين ومسائل )٢-٣(

س  2  ، س>٠  ، اأجد )س(، )س(، )س(،
2 2س

٠س١: اإذا كان )س( =   ١                 س  -١               س  س 
          ٠ اإن وُجدت.                                               ، س

  ، س١  ، اأجد قيمة  اإذا علمت اأن )س( موجودة.
9 2س
 ١  س
١  س

س٢: اإذا كان )س( = 
١ س 

             
، س <١

                                               

.)٤-( = )س( اأجد قيمة ب اإذا علمت اأن ،
 ٤-س ،  

ب

١٦  2س
س + ٤ س٣: اإذا كان )س( = 

                                               ، س = -٤             س  -٤

.  اأجد قيمة/قيم ،   س + ٥(، س( = 
2  2س
  س   س٤: اإذا علمت اأن

س               س  ٣
     

)س(.
٥ س 

)س(، 
١ س 

)س(، 
٠ س 

  ، اأجد 
١س ، س٣ + 2

١  ٤س        ، س <١س5: اإذا كان )س( = 
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٣١

الرياضيات فن وجمال، وللهندسة حصة كبيرة فيها. يتميز الثوب الفلسطيني بمطرزات هي اأشكال هندسية منتظمة وغير 
منتظمة، وضمن معرض فلسطين للعلوم والتكنولوجيا، وظفّ خليل برنامج ال�أوتكاد في تصميم برنامج يساعد على تطريز 

الثوب وزيادة جماله، فاأضاف ضلعاً اإلى المربع ليصبح خماسياً، واأضاف ضلعاً للخماسي ليصبح سداسياً وهكذا ...

المتتالية التي تمثل عدد ال�أضلاع في كل شكل هي ٤ ، ٥ ، ... ، ... ، ..... ويمكن اأن نستمر في النمط اإلى 
مال�نهاية. ويسمى الشكل عندها ......... واإذا كان محيط اأي شكل من ال�أشكال السابقة يساوي وحدة واحدة، 

عندها يمكننا اإيجاد طول ضلع الشكل، باستخدام العلاقة:  
طول الضلع = المحيط ÷ عدد ال�أضلاع.

طول ضلع المربع = ١٤ ، طول ضلع الخماسي المنتظم = ١٥ ، 
وهكذا... 

 ، .......... ، ١٥ ، 
١
المتتالية التي تمثل اأطوال ال�أضلاع هي ٤

اإذا رمزنا لعدد ال�أضلاع بالرمز س، يكون طول الضلع

 ١ ، وكلما اقتربت س من 
ممثلاً بالعلاقة )س( = س

 ١ = ٠ 
 ١ من الصفر، نعبّر عن ذلك رياضياً  س

                                                                       س  اقترب س

٢-٤Limit of afunction at Infinity   نهاية ال�قتران عندما س

نشاط )١(:

قاعدة )١(:

 اإذا كان  ، جـ عددين حقيقيين،  عدداً صحيحاً موجباً، فاإن: 
 ٠ =  

       س                        س  ١(  جـ = جـ                                    )2 س

 = س  )٣  س  

. https://www.wepal.net
www.wepal.net | RESOURCE #109932 | TRACK fb72f7d7854ba9be



٣٢

                                   س   مثال )١(: اأجد  )٣س 2 ٥س + ١(

الحل:
س   )٣س 2 ٥س + ١(

(          )لماذا؟(    ١ 
س2  + ٥ 

    س   =س2 ) ٣  س

) ١  
+  س2 ٥ 

    س       س      س         س   =س٣ ( 2  س

  =

)
 ٥س  2س2 + ١

٣س2 + 2
(  اأجد :)مثال )٢   س                                    

الحل:
)

 ٥س  2س2 + ١
٣س2 + 2

(  س

س     (2 2+     (         )لماذا؟(
)

2 
س2 )٣ + س2

٥ 
س

١ 
س2   =  س    

 -2                                      )لماذا؟(
٣  =

قاعدة )٢(:

  ٠ ×  ،  ،    :الصور غير المعينة
 + جـ =  ، جـ عدد حقيقي.         

- + جـ = - ، جـ عدد حقيقي.
 × جـ = جـ ×  =  ، جـ عدد حقيقي موجب.  
 × جـ = جـ × - =  ، جـ عدد حقيقي سالب.
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٣٣

)
 ٥س + ١
س2 + ٤

(  اأجد :)مثال )٣    س                                     

)
 ٥س + ١
س2 + ٤

(  :الحل  س            

س )٥ +    ( 
)

٤ 
 س2)١ + س2

١ 
س    =  س     

= صفر       )لماذا؟(    

ملاحظة:

= 
 + ..... + 11س + س 

بس + ب١س١+ ..... + ب
  ٠ فاإن  ٠ ، ب   ،    ،  اإذا كان  س                                                                               

١ .  =  اإذا كان    ب
2 . <  صفر  اإذا كان

٣ .
      

 >  اإذا كان  +
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٣٤

تمارين ومسائل )٢-٤(

آتية: س١: اأجد كلاً من النهايات ال�

    س  اأ( س2 ) -٥س + 2(

 ٨س٣+ ١  س2+ ٤
س٥ + ٣ + س٤+١   )ب  س       

 )س+2()٣س+١(
)س+١()س+٣(   )جـ  س                  

.  جد قيمة ١ 
٣  =

٥+س 
٣س2+١

  س٢: اإذا كان  س                      
 ٤س2٣س+١ ، وكان )س( = هـ )س( 

سس٣
  جد قيمة  .                                                   س  2              س  س٣: اإذا علمت اأن )س( = س + ٣ ، واأن هـ )س( = 

آتية:  س٤: اأجد كلاً من النهايات ال�

)
2س 

  ٥س 
    س  اأ(  )س١  س+١

)
س٣٥س + 2

س2 + ٦ (   )ب  س                    
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٣5

يعتبر مكبر الصوت )Amplifier( من ال�أدوات التكنولوجية المستخدمة بشكل كبير في حياتنا،  حيث تلتقط موجات 
التي  شــارة  ال�إ هذه  بتضخيم  الصوت  مكبر  ويقوم  اإشارة كهربائية،  اإلى  تحويلها  يتم  ثم  الميكروفون،  بواسطة  الصوت 
تستقبلها السمّاعة، فتحولها اإلى موجات صوتية بمستوى صوت اأكبر بكثير من الموجات الصوتية ال�أصلية الملتقطة من 
الميكروفون. ول� تنتقل شدة الصوت لحظياً من درجة اإلى اأخرى، بل تمر بكل القيم التي بينها، ولو مثلّنا شدة الصوت 

بمنحنى، فسيكون منحنى سلساً ومتصلاً. 
اإذا كانت شدة الصوت ممثلة بالشكل المجاور، نلاحظ 

اأنه يمكن رسم منحنى هذه العلاقة دون رفع القلم. 

أنها ترسم دون رفع القلم. مثل هذه العلاقة تكون متصلة، ل�

.................... = )( ، ................. = )(
- 2  

                                    
+2  

......................... = )2( ، ................. = )(
                                    

2  

...................................... )2( ،)( العلاقة بين
2  

            

 5-٢Continuity ال�تصال

نشاط )١(: 

تعريف: ال�تصال عند نقطة 
آتية:  يكون ال�قتران )س( متصلاً عند س =  ، اإذا تحققت الشروط ال�

(( موجودة ومعرفة كعدد حقيقي. . 1
س   .2)س( موجودة.      
 .)( = )س( .٣  س     

الزمن

شـــــــدة 
الصوت

2
١2

)(


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٣6

في الشكل المجاور:      
 ٤ = )2(

س   2)س( = ٤. 

2(( = )س( = ٤. 
                س  2 

نلاحظ اأن الشكل يمثل منحنى ال�قتران كثير الحدود ص = ٦ – س  وهو 
متصل دائماً.

نشاط )٢(: 

قاعدة:

 ال�قترانات كثيرة الحدود هي اقترانات متصلة في مجالها.

نشاط )٣(: 

في الشكل المجاور: 
                                    س  2( 2( = ........، )س( = ......... ل�أن........... 

هل )س( متصل عند س = 2 ؟

35 
 

       :المجاورفي الشكل : (2 )نشاط

 =4  


=4 .

 =

 4. 

دائما6ًنلاحظ أن الشكل يمثل الاقتران كثير الحدود ص  متصل وىو س

 كثيرة الحدود متصمة في مجالياالاقترانات: قاعدة

 : المجاورفي الشكل : (3 )نشاط

 ........= ،

= ......... لأن........ 

 

قارن بين 

 وقيمة  .

2سس، ىـ1س3 إذا كان :(4)نشاط 

س يكون الاقتران عند  لأنو اقتران كثير حدود2متصلًا

 

نشاط )٤(: 
اإذا كان )س( = ٣س + ١، هـ)س( = س2 . 

أنه اقتران كثير حدود. يكون ال�قتران )س( متصلاً عند س = 2 ل�

يكون ال�قتران هـ)س( متصلاً عند س = 2 ل�أن ...............
) + هـ()س( متصل عند س = 2  ل�أن مجموع اقترانين كثيري حدود يساوي اقتراناً كثير حدود.

)  هـ()س( متصل عند س = 2 ل�أن....................................

) × هـ()س( متصل عند س = 2 ل�أن ...................................

٠  )ـ )س( متصلاً عند س = 2، حيث هـ)سه ناقش: هل 
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٣7

، ابحث اتصال ال�قتران )س( عند س = صفر .
2س 2 2 ،  س>٠
٠2  ،    س  س  مثال )٢(: اإذا كان )س( = 

الحل: اأبحث شروط ال�تصال عند س = صفر ل�أن ال�قتران )س( يغير قاعدته عندها.

2- = 2  ٠( = ٠( )١

2( )س( = -2         )لماذا؟(
    س  ٠+

     س    ٠)س( = -2         )لماذا؟(

 س    ٠)س( = )س( = -2 

         
     س  ٠+

   )س( = -2         
        س  ٠

٣( )٠( = )س( = -2 
 س  ٠

         
    

قاعدة:

اإذا كان )س(، هـ)س( اقترانين متصلين عند س =  فاإن:
.  = هـ()س( يكون متصلاً عند س±( .١
.  = هـ()س(  يكون متصلاً عند س×( .2

 ٠  )( حيث هـ ، = يكون متصلاً عند س )ـ( )س٣.  )ه

      )س( متصل عند س = ٠
    ، ابحث اتصال ال�قتران )س( عند س = ١.

، س = ٤١

١  س ، ١  2س
١  س   مثال )٣(:  اإذا كان )س( = 

 ابحث اتصال ال�قتران )س( عند س = ١.
الحل:

                  )١(  )س( )س( = 2   )لماذا؟(            ٣( )2           ١( = ٤( )١
               س  ١                                         س  ١

 )س( غير متصل عند س = ١ .
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٣٨

آتية، عند النقطة المبينة اإزاء كل منها. س١: اأبيّن سبب عدم اتصال ال�قترانات ال�
 

                                                         

                   عند س = ٤                                          عند س = 2

آتية، عند قيم س المشار اإليها في كل حالة مما ياأتي: س٢: ابحث اتصال ال�قترانات ال�
اأ( )س( = ٣ س − ٦ عند س = ١.

   عند س = 2
، س = 2 ٧

2  س ، س 2 2س
2  س ب( )س( = 

   ابحث اتصال ال�قتران )س(، عند س = ١.
، س  ١ س2 + ١

، س > ١ ٣  س
س٣: اإذا كان )س( = 

. متصلاً عند س = 2، اأجد قيمة الثابت  
٥  س < 2 ٣س ،

2  س ،   2س
س٤: اإذا كان )س( = 

تمارين ومسائل )٢-5(
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٣٩

جابة الصحيحة فيما ياأتي:  ضع دائرةً حول رمز ال�إ  س١: اأ
١( ما قيمة  )س٣ + 2س2 + ٦( ؟        

اأ( -٦                       ب( ١٠                       جـ( ٨                    د( ٦            س  -2
2( اإذا كان ٣)س( = ٣،هـ)س( = 2. ما قيمة 2)س( + هـ2)س(؟      

             س  ٥                      س  ٥                       س  ٥                   س  ٥
اأ( ٣                        ب( ٥                        جـ( ٦                    د( ٨

      س  ٦      ؟
٦  ٥س  2س   ٣( ما قيمة

                    س  ٦

 ١                 د( غير موجودة
٨  ١                      جـ( 

٧  ١                      ب( 
٦ اأ( 

٤( في الشكل المجاور ما قيمة  )س(؟
                                                   س  ٣

اأ( 2           ب( غير موجودة            جـ( صفر                د( ٣     

                    س  ٥( اإذا كان  )س 2 ٣س( = -2 ما قيمتا الثابت  ؟

اأ( ١،2                       ب( -2،-١                  جـ( -١،2                    د( 2،-١

  ٦س٤ + ٥س   .  ما قيمة )س(؟
٣س٤ + س + ٤

٦( اإذا كان )س( = 
    س               

 )اأ( -٣                        ب( 2                        جـ( صفر                    د

)س( = ٦ ؛ فما قيمة )٥( ؟ 
س  ٥

٧( اإذا كان )س( كثير حدود، وكانت 
اأ( ٦                        ب( ٥                        جـ( ٣                    د( 2

  ؛ فما قيمة الثابت  ؟
، س < -2

متصلاً عند س = -2
2-  س ، س + ١

٣-
٨( اإذا كان )س( = 

اأ( -٤                        ب( -٣                        جـ( -2                   د( 2

)٢ - 6( تمارين عامة
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٤٠

+ س2( ؟ )١((
س  ٣

)س( = -٥ ؛ فما قيمة 
س  ١

9( اإذا كان ال�قتران )س( متصلاً عند )س = ١(، وكانت 

اأ( ٤                        ب( ٣                        جـ( -٤                    د( -٥

آتية: س٢: اأجد النهايات ال�

 
      س         

س 2 ٧س  
س  ٠

ب(       س2       2س   (   
٤  2٤س  2س   ( 

س  -٤
اأ(  

   2  س  
٤  س

 
س  ٤

د(                   2٧  س٣   
س 2 ٥س + ٦

 
س  ٣

جـ( 

 = ١ ، اأجد قيمة الثابت ب .
   س٣ + 2ب س2  + ١         

٤س2 + ١    س٣: اإذا كان
              س  2  

  ، ابحث في اتصال ال�قتران )س( عند س = 2.
 ، س < 2
2  ٥س − س2 ، س

س + ٤
س٤: اإذا كان )س( = 

. متصلاً عند س = -١ ، اأجد قيمة الثابت ،  
١-  س ، 

-٧س+  ، س > -١

٣س2 + 2
س5: اإذا كان )س( = 

 ، ابحث في اتصال ال�قتران )س( عند س = ٣.
 ، س = ٣

٣  2س2 − ٦س   ، س

٥
س − ٣ س6: اإذا كان )س( =  

  ، اأجد:
2س  + ١    ،  س > ٠
٥ − ٣س2    ،  س < ٠
   ٥          ،  س = ٠

س7: اإذا كان )س( =  

)س(      د( هل  متصل عند س = ٠؟
س  ٠

)س(         ج( 
س  ٠+

)س(          ب( 
س  ٠-

 اأ( 
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٤١

اأناقش: كيف يمكن اإنشاء مثل هذا الميدان باأقل تكاليف ممكنة؟ 

Differentiationالتفاضل  ٣الوحدة
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٤٢

نتهاء من دراسة هذه الوحدة والتفاعل مع اأنشطتها اأن يكونوا قادرين على توظيف  يتوقع من الطلبة بعد ال�إ
ال�شتقاق في الحياة العمليّة من خلال ال�آتي:

التعرف اإلى مفهوم متوسط التغير للاقتران  واإيجاده. . ١

التعرف اإلى مفهوم المشتقة ال�أولى للاقتران، واإيجادها باستخدام التعريف. . 2

يجاد مشتقات بعض ال�قترانات.. ٣ التعرف على قواعد ال�شتقاق، واستخدامها ل�إ

اإيجــاد معادلــة الممــاس، ومعادلــة العمــودي علــى الممــاس لمنحنــى ال�قتــران عنــد نقطــة . ٤

تقــع عليــه.

اإيجاد المشتقة ال�أولى باستخدام قاعدة السلسلة.. ٥

اإيجاد القيم القصوى المحلية للاقتران.. ٦

حل مسائل عملية على القيم القصوى.. ٧
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٤٣

منة من اأسباب كثير من ال�أمراض، لهذا يلجاأ الكثير من ال�أشخاص اإلى المحافظة على كتلهم اأو التخفيف من  تعتبر السُّ
هذه الكتل. 

بيسان فتاة فلسطينية اتبعت برنامجاً غذائياً معيناً للتخفيف من كتلتها، حيث كانت كتلتها قبل البدء بهذا البرنامج ٨٠ 
كغم، وبعد عشرة اأيام من اتباعها للبرنامج اأصبحت كتلتها ٧٨ كغم، وبعد خمسة اأيام اأخرى اأصبحت كتلتها ٧٧ كغم، 

أيام العشرة ال�أولى؟ األ�حظ التغير في كتلة بيسان في ال�
أيام العشرة ال�أولى = ٧٨ − ٨٠ = -2كغم، اأي اأن كتلة بيسان نقصت 2كغم.  التغير في كتلة بيسان في ال�

أيام الخمسة التالية ........................؟ التغير في كتلة بيسان في ال�

  ٣-١:)Rate of Change( متوسط التغير

نشاط: 

تعريف:

اإذا كان ص = )س( اقتراناً، وتغيرت فيه س من س١  اإلى س2  فاإن  س = س2 – س١ تمثل التغير في س 
وتقراأ دلتا س.

وبناءً على التغير في س تتغير ص، حيث  ص = ص2 – ص١ = )س2( − )س١( تمثل التغير في ص.

  مثال )١(: اإذا كان ص = )س( =2س + ٣ جد س ، ص ،  عندما تتغير س من س١ = ١ اإلى س2 = ٤.
الحل:  س = س2– س١ = ٤ – ١ = ٣

 ١( =١١ – ٥ = ٦( – )٤(  = )س١( – )2س( = ص = ص2– ص١        

تعريف:

 متوسط التغير للاقتران )س( عندما تتغير س 
)س2( – )س١(

س2 –  س١
ص2 –  ص١ = 

س2 –  س١
 = 

ص
س يسمى المقدار 

من س١  اإلى س2.  
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٤٤

  مثال )٢(: اإذا كان ص= )س(= 2س2 + ٤ ، س  ح ، وتغيرت س من س١ = 2 اإلى س2 = ٥، اأجد 
متوسط التغير للاقتران )س(.

)س2( – )س١(
س2 –  س١

الحل: متوسط التغير = 
                     

)2( – )٥(
2 – ٥

 =                     
                     

١2 – ٥٤
2 – ٥  =                     

١٤ =                     

  مثال )٣(: اإذا كان ص= )س( = ١ – ٣س ، س  ح ، وزادت س من س١= ٣ بمقدار 2، اأجد متوسط 
التغير للاقتران )س(.

)س2( – )س١(
س2 –  س١

الحل: متوسط التغير = 
                        

               س = س2 – س١ 
                  2  =  س2 – ٣      ومنها س2 = ٥

)٣( – )٥(
س2 –  س١

        متوسط التغير = 

١٤ – -٨-
٥ – ٣  =                      

٣ - =                      
  مثال )٤(: اإذا كان متوسط تغير ال�قتران ص = )س( عندما تتغير س من س١= -2 اإلى س2 = 9 يساوي -٦، 

اأجد:       
٦ = )2-( علماً باأن )9( .اأ. التغير في ص                   ب     

      الحل: اأ. التغير في س = س 
= س2 – س١ 

 2- – 9 =
١١ =
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٤5

          
 = -٦، ومنها ص = -٦ × ١١ = -٦٦

ص 
١١

 = 
ص
س متوسط التغير = 

ب. ص = ص2 – ص١ 
)2-( – )9( =           

٦ – )9(  = ٦٦-      
  ٦٦ + ٦- = )9(    

٦٠- =           

اأتذكر: 
اإذا كان الشكل المجاور يمثل منحنى ال�قتران ص= )س(، 
والنقطتان )س١، ص١( ، ب)س2، ص2( واقعتين عليه، فاإن ميل 

ص2 – ص١ .

س2 –  س١
المستقيم القاطع ب = 

ص2 – ص١

س2 –  س١
ومتوسط التغير للاقتران ص = )س( يساوي 

اأي اأن متوسط التغير للاقتران يساوي ميل المستقيم القاطع ب.

ـــل المســـتقيم  ـــران ص= )س(، اأجـــد مي ـــى ال�قت ـــى منحن ـــان )-١، -٣(، ب)٣، 9( عل ـــع النقطت ـــال )5(: تق   مث
القاطـــع ب.

 
ص
س الحل: ميل المستقيم القاطع ب = 

ص2 –  ص١
س2 –  س١

 =                 

 
٣- – 9
٣ – -١  =                                 

٣ =         

س١

ص١

ص2
ب)س2،ص2(

)س١،ص١(

ص

س2 س

جـ
ص

س
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٤6

س١: اإذا كان ص = )س( =٥س – ١ جد س ، ص عندما تتغير س:
       اأ.  من س١ = 2 اإلى س2 = ٣,٨
      ب.  من س١ = ٤ اإلى س2 = -2

آتية: س٢: اأجد متوسط التغير للاقتران ص = )س( في الحال�ت ال�
، عندما تتغير س من  س١ = ٧ اإلى س2 = ٤  س – ٣ اأ. )س( = 

ب. )س( = س2 – ١ ، عندما س١ =  ، 2س = ٤ 

ــتقيم  ــل المسـ ــد ميـ ــران ص= )س(، اأجـ ــى ال�قتـ ــى منحنـ ــان )-2، ٥(، ب)١٠،٣( علـ ــع النقطتـ س٣: تقـ
ــع ب. القاطـ

س٤: ليكن ص = )س( اقتراناً، وكان متوسط تغير ال�قتران عندما تتغير س من س١ = ١ اإلى س2 = ٤ 
هو ١٣، اأجد:

اأ. التغير في ص.
١( = ٦( علما باأن )٤( .ب

تمارين ومسائل )٣-١(
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٤7

في ملاعب كرة القدم الفلسطينية هناك هدّافون، ولكل هدّاف مهارات تختلف 
عن ال�آخر في تسديد الكرات الثابتة والمتحركة، ويقوم مدرب الفريق بتكليف 
اأمهر هدّافيه بتسديد الكرة باتجاه المرمى حسب موقع خطاأ الخصم. وكلما 
اقتربت المسافة بين مكان التسديد والمرمى، زادت فرصة تسجيل الهدف. 

لذلك تعتبر ضربة الجزاء هدفاً محقّقاً عند كثير من الفرق الرياضية. 
السرعة،  الــمــرمــى؟  باتجاه  الــكــرة  تسديد  فــي  ــهــدّاف  ال يعتمد  ــلامَ  عـ

..............................؟

 ٣-٢:)First Derivative( مفهوم المشتقة ال�أولى

نشاط )١(: 

46 
 

:  مفيوم المشتقة الأولى 2 -2 
ىدّاف(:1)نشاط ىناك الفمسطينية القدم كرة ملاعب ن،  وفي

الكراتلو تسديد في الآخر عن تختمف ميارات ىدّاف كل
 بتسديد الكرات الثابتة والتي تبعد  ىدّافيوالثابتة والمتحركة، ويقوم مدرب الفريق بتكميف أمير

كمما اقتربت و المرمى حسب موقع خطأ الخصمالكرة باتجاه
اًمحقّقاً لذلك تعتبر ضربة الجزاء ىدف زادت فرصة تسجيل اليدف،المسافة بين مكان التسديد واليدف

عند كثير من الفرق الرياضية
الكرةمَعلا تسديد في اليدّاف ؟ ؟ السرعة، المرمىباتجاهيعتمد

  ،  أكمل الجدول الآتي12س، س2س إذا كان ق(:2)نشاط 

32111

1064

  


222

ما علاقة    
 

  
 ؟ س، ومعامل س في ق

 : تعريف 
  :ىي ( ، )عند النقطة  = المشتقة الأولى للاقتران ص 

   
 

  
   ويرمز ليا بالرمز أو  


 أو  


  ،

 = ، فتكون   = ولمتبسيط يمكن كتابة     


   

 باستخدام تعريف المشتقة عند نقطة ، أجد  5س إذا كان ق(:1)مثال 

 

نشاط )٢(:

٣2١س

.......٦......١٠)س١+س(

22.......2.......

١ 
٣
١٤
٣

١ 
2

)س١+س( _ )س١(
س

)س١+س( _ )س١( ، ومعامل س في )س(؟ ..................
س 

ما علاقة س  ٠

تعريف: 
المشتقة ال�أولى للاقتران ص = )س١( عند النقطة ) س١، )س١( ( هي: 

 ،
 س=س١

اأو ص/
س=س١

)س١+س( _ )س١( ويرمز لها بالرمز /)س١( اأو سص 
س 

س  ٠
)س١+ هـ( _ )س١(

هـ 
هـ  ٠

وللتبسيط يمكن كتابة س = هـ  ، فتكون /)س١( = 

 اإذا كان )س( = 2س، س١=2  ،  اأكمل الجدول ال�آتي:
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٤٨

  مثال )١(: اإذا كان )س( = ٥ ، اأجد /)2( باستخدام تعريف المشتقة عند نقطة. 

 
)2( _ )2 + هـ(

هـ 
هـ  ٠

  = )2(/  :الحل      

  ٥ _ ٥
هـ 

هـ  ٠
  =              

                       = صفر.

  مثال )٢(: اإذا كان ق)س( = ٣س، اأجد /)١( باستخدام تعريف المشتقة عند نقطة.

 )١( _ )١ + هـ(
هـ 

هـ  ٠
 = )١(/ :الحل      

                              
٣)١ + هـ( _ ٣)١(

هـ 
هـ  ٠

 =                      

٣ + ٣هـ _ ٣ 
هـ 

هـ  ٠
 =                      

 
٣هـ
هـ 

هـ  ٠
 =      

٣ =              
نشاط )٣(:

 اإذا كان )س( = ٥ – 2س، اأجد /)٤( باستخدام تعريف المشتقة عند نقطة؟

 )٤( _ )٤ + هـ(
هـ 

هـ  ٠
 = )٤(/ :الحل

     
.............................  =                

٥ _ ٨ _ 2هـ + ٣
هـ 

هـ  ٠
  =                

            
............................. =                

2-  =                
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٤٩

  مثال )٣(: اإذا كان )س( = ٣س2 +١ ، اأجد /)2( باستخدام تعريف المشتقة عند نقطة؟
)2( _ )2 + هـ(

هـ 
هـ  ٠

  = )2(/   :الحل      

٣)2 + هـ(2 + ١ _ )٣ × 22 + ١(
هـ


هـ  ٠

 =                        
٣)٤ + ٤هـ + هـ2( + ١ _ )٣)٤( + ١(

هـ


هـ  ٠
 =                       

  
                      

١٣ + ١2هـ + ٣هـ2_ ١٣   
هـ 

هـ  ٠
 =                       

                      
 

١2هـ + ٣هـ2
هـ 

هـ  ٠
 =                       

هـ )١2 + ٣هـ(
هـ 

هـ  ٠
 =       

)١2 + ٣هـ(
هـ  ٠

 =                       

١ + ٣ × ٠2 =       
 

١2 =       

2(( _ )2 + هـ(
٥هـ 

هـ  ٠
  مثال )٤(: اإذا كان )2( = ٨، /)2( = 2، اأجد 

2(( _ )2 + هـ(
٥هـ 

هـ  ٠
      الحل: 

                      
)لماذا؟(   

)2( _  )2 + هـ(
هـ 

هـ  ٠
 ١-

٥  =             

-١ /)2(                                            )لماذا؟(
٥  =             

 2 × ١-
٥  =      

2-
٥  =             
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5٠

هـ2 _ ٥هـ  
هـ  مثال )5(: اإذا كان متوسط تغير ال�قتران ص = )س( عندما تتغير في الفترة ]-٣، -٣ + هـ[ يساوي 

.)٣(/ اأجـد

هـ2 _ ٥هـ 
هـ  = 

)٣( _ )٣ + هـ(
هـ      الحل: متوسط التغير = 

 
)٣( _ )٣ + هـ(

هـ      
هـ  ٠

 =  )٣(/                 

 
هـ2 _ ٥هـ

هـ   
هـ  ٠

 =                          
                                

                                           ٥( = -٥
هـ )هـ _ 

هـ   
هـ  ٠

 =                          

ـــا  ـــرة ] س١، س١+ هــــ [ عندم ـــي الفت ـــران )س( ف ـــر للاقت ـــة متوســـط التغي األ�حـــظ اأن / )س١( تســـاوي نهاي
تـــؤول هــــ اإلـــى الصفـــر.
نشاط )٤(: 

.)2(/ باستخدام تعريف المشتقة، ثم اأجد )س(/ س2 + ٣ ، اأجد = )س( اإذا كان

)س + هـ(2 + ٣ _ )س2 + ٣(    = .....................................
هـ   

هـ  ٠
الحل: /)س(  = 

س2 + 2س هـ + هـ2 + ٣ _ س2 _ ٣   
هـ   

هـ  ٠
 =                 

  
........................................ =  

 2س هـ + هـ2
هـ   

هـ  ٠
 =                 

          
 )2س + هـ( 

هـ  ٠
 =                 

         = 2س

 2 × 2 = )2(/ ومنها   
 ٤ =                 
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س١: باستخدام تعريف المشتقة عند نقطة، اأجد /)س( عند النقطة المعطاة في كل حالة:
اأ. )س( = 2س – ٧ ، س = -٣ 
ب. )س( = ٣ – س ، س = 2

جـ. )س( = س2 + س ، س = ٠

س٢: اإذا كان /)٣( = ٨ ، اأجد:

    )٣( _ )٣ + هـ(
هـ   

هـ  ٠
اأ. 

  )٣( _ )٣ + هـ(
2هـ   

هـ  ٠
ب.  

)٣( _ )٣ + هـ(
هـ   

هـ  ٠
ج.   

   

.)٣(/ 2 اأجد
س٣: اإذا كان متوسط تغير ال�قتران ص = )س( في الفترة ]٣، ٣ + هـ[ يساوي )-١ + هـ(

٧هـ _ هـ2 هي التغير في ال�قتران ص = )س( عندما تتغير س من س١ = ٥ اإلى 
٤

س٤: اإذا كانت ص = 

.)٥(/ س2 = ٥ + هـ ، اأجد

تمارين ومسائل )٣-٢(
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شاهدت منى على طاولة والدها لوحة كما في الشكل المجاور، فساألت والدها: 
ما هذه اللعبة يا اأبي؟ اأجابها ال�أب: اإنها لعبة الشطرنج. هل تسمح لي يا اأبي 
اأن العب معك هذه اللعبة؟ قال لها: يا بنيّتي لهذه اللعبة قواعد، يجب على 
اللاعب تعلمها لكي يحرك القطع المختلفة المكونة لهذه اللعبة. فمثلاً يتحرك 
المهارة  اأو  اللعبة،  قواعد  تعلمّ  اإن  ال�تجاهات.  كل  في  واحدة  الملك خطوة 

يسهّل تطبيقها وفهمها واإتقانها. 
ومن اأسماء القطع في لعبة الشطرنج :الفرس، والفيل. كيف تتحرك هذه القطع؟ ..............................

)Differentiation Rules( :)قواعد ال�شتقاق )١

نشاط )١(:

51 
 

 1  قواعد الاشتقاق3-3
 شاىدت منى عمى طاولة والدىا لوحة كما في الشكل  (:1) نشاط

ما ىذه المعبة يا أبي؟ أجابيا الأب       المجاور، فسألت والدىا
ىل تسمح لي يا أبي أن العب معك ىذه        إنيا لعبة الشطرنج

اللاعب       المعبة؟ قال ليا عمى يجب قواعد، المعبة ليذه بنيّتي يا
كل تعمميا لكي يحرك القطع المختمفة المكونة ليذه المعبة في واحدة خطوة الممك يتحرك فمثلًا

المعبةإن الاتجاىات قواعد تقانيا،تعمّم وا  وفيميا تطبيقيا يسيّل الميارة ومن أسماء القطع في لعبة أو
؟  كيف تتحرك ىذه القطع  والفيل،الفرسالشطرنج 

إيجاد(:2)نشاط  ىمّام  باستخدام تعريف المشتقة 2س32س5س2سحيث قحاول
عند نقطة، فبدأ بالحل بالطريقة التي تعمميا في الدرس السابق كما يأتي

 



 

     









ىمّام سيجد كيف النياية، ىذه إيجاد في صعوبة ؟فوجد
(:  1)قاعدة 

 ح س. صفر=  فإن ،   عدد حقيقي    حيث  =(س)      إذا كان ق
،أجد ،3س  إذا كان ق(:1)مثال 

 ح صفر لجميع قيم س:الحل
                         صفر

 

نشاط )٢(:
حاول همّام اإيجاد /)2( حيث )س( = 2س٥ + س٣ – 2س2 باستخدام تعريف المشتقة عند نقطة، فبداأ بالحل 

بالطريقة التي تعلمها في الدرس السابق كما ياأتي:
)2( _ )2 + هـ(

هـ      
هـ  ٠

 = )2(/
            

2)2 + هـ(٥ + )2 + هـ(٣ _ 2)2 + هـ(2 _ ٦٤
هـ

     
هـ  ٠

 = )2(/
فوجد صعوبة في اإيجاد هذه النهاية، كيف سيجد همّام /)2( ؟

قاعدة )١(: 

اإذا كان  )س( = جـ   حيث جـ عدد حقيقي، فاإن / )س( = صفر.  س  ح.

.)٥(/ ،)س(/ ٣ ، اأجد = )س(  اإذا كان  :)مثال )١  
      الحل: /)س( = صفر لجميع قيم س  ح

             /)٥( = صفر

 ٣-٣
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آتية:   مثال )٢(: اأجد المشتقة ال�أولى سص  في كل من الحال�ت ال�
      ٠  اأ( ص = س٤                                  ب( ص = س-٥ ، س       

                    ٠  س ، س  ١  س  ٠                      د( ص = 
       ج( ص = س٣

        
      الحل: اأ( ص = س٤

                سص  = ٤س٤-١ = ٤س٣ ،  س  ح

                 ٠  ب( ص = س-٥ ، س             
                 سص   = -٥ س-١٥ = -٥س-٦

   
٠  ١ = س-٣ ، س 

             ج( ص = س٣
  

  ٣- 
س٤                   سص  = -٣ × س-١٣ = -٣س-٤ = 

        
٠  س ، س              د(  ص = 

 ١
                      = س2

، س <٠   ١   
س 2  =  ١  

١
  = 2س2

١
2 ١س

2 = ١ ١
١س2

                  سص  = 2

قاعدة )٢(: 

اإذا كان  )س( = س     فاإن = /)س( = س١ ،  عدد حقيقي.

قاعدة )٣(: 

اإذا كان ال�قترانان )س(، هـ )س( قابلين للاشتقاق عند س، وكانت   ح، وكان هـ )س( =   )س(، 

)س(. /  = )ـ)س/ فاإن ه
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.)١-(/ ،)س(/ 2س٥ ، جد = )س( اإذا كان :)مثال )٣  
       الحل:  )س( = 2س٥ 

               /)س( = 2 × ٥س٥-١ = ١٠س٤ 
 ١( = ١٠ × )-١(٤-(/               

١٠ × ١ = ١٠=                        

قاعدة )٤(: 

اإذا كان ال�قترانـــان ك)س(، ع)س( قابليـــن للاشـــتقاق عنـــد س، وكان )س( = ك)س( + ع)س(، 
س(  ( ع/  + س(  ( ك/  = س(  ( / فاإن

  مثال )٤(: اإذا كان ك)س( = س2 ، ع)س( = 2س، )س( = ك)س( + ع)س(، جد /)س( ، /)٠( ؟
      الحل:  /)س( = ك/)س( + ع/)س(   

                       = )2س( + )2(
                       = 2س + 2

2 = 2 + ٠ × 2 = )٠(/                

قاعدة )5(: 

ـــاإن  ـــد س، وكان )س( = ك)س( − ع)س(، ف ـــتقاق عن ـــن للاش ـــان ك)س(، ع)س( قابلي اإذا كان ال�قتران
/)س( = ك/)س( − ع/)س(

ويمكن تعميم القاعدتين السابقتين لتشمل اأكثر من اقترانين.

)٣(/ ،)س(/ س2 − ٥س + ٦ ، جد = )س( اإذا كان :)مثال )5 
          الحل: )س( = س2 − ٥س + ٦  
                 /)س( = 2س − ٥ + صفر 

٣ − ٥ × 2  =  )٣(/                 
١ =                          
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  مثال )6(: اإذا كان ك/)١( = ٣، ع/)١( = 2 وكان )س( = ك)س( − 2ع)س(، جد /)١( ؟ 

      الحل: /)س( = ك/)س( − 2ع/)س(

              /)١( = ك/)١( − 2ع/)١(

  2 × 2 − ٣ =                      

 ١- =                      

)س + هـ( _ )س(
هـ

     
هـ  ٠

 ١ ، س  صفر ، اأجد 
س   مثال )7(: اإذا كان )س( = 

 = /)س(  
)س + هـ( _ )س(

هـ
     

هـ  ٠
       الحل:  

 ١ = س-١ 
س                لكن )س( = 

           /)س( = -١س-2   
     ١-   

س2    =                                                                            

    ١-   
س2  = 

)س + هـ( _ )س(
هـ

     
هـ  ٠

    ومنها 
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2(( _ )2 + هـ( علماً باأن )س( = س٣ − س .
هـ

     
هـ  ٠

س١: اأجد  

آتية:  س٢: اأجد سص  ال�قترانات ال�

       ١  
2         اأ( ص = 

        ب( ص = ٥س + ٣س2 

  ٤     ، س < صفر
س         جـ(  ص = 

في كل حالة مما ياأتي: 
س=١

س٣: اأجد ص/

 ٠  ٣  + ٥س ،  س  
س2        اأ( ص = 

        

س2           ب( ص = ٧س2 + ٣

س٤: اإذا كان ع)س( = ٣س٤ + ب س2، وكانت ع/)١( = 22 ، اأجد قيمة الثابت ب.

تمارين ومسائل )٣-٣(
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سبق واأن قدمنا في البند السابق قواعد اشتقاق جمع اقترانات وطرحها، وكذلك مشتقة اقتران مضروب في عدد ثابت، 
وسنتناول في هذا البند مشتقة ضرب اقترانين، ومشتقة قسمة اقترانين.  

 ٣ -٤)Differentiation Rules( :)قواعد ال�شتقاق )٢

قاعدة )١(: 

اإذا كان )س(، هـ)س( اقترانين قابلين للاشتقاق، وكان ل)س( = )س( × هـ)س( فاإن 
ل/)س( = )س( × هـ/)س( + هـ)س( × /)س( وبالكلمات

ل/)س( = ال�قتران ال�أول × مشتقة ال�قتران الثاني + ال�قتران الثاني × مشتقة ال�قتران ال�أول

  مثال )١(: اإذا كان ص = )س2 + ٣س + 2()٥س + ١( اأجد سص  عند س = 2.
       الحل: ص = )س2 + ٣س + 2()٥س + ١(

             سص  = ال�قتران ال�أول × مشتقة ال�قتران الثاني + ال�قتران الثاني × مشتقة ال�قتران ال�أول 
             سص  = )س2 + ٣س + 2 ( × ٥ + )٥س + ١( × )2س + ٣(
│س = 2 = )٤ + ٦ + 2( × ٥ + )١٠ + ١( × )٤ + ٣(

             سص 
 ٦٠  + ٧٧ = ١٣٧   =                         

اأفكر واأناقش: هل هناك طريقة اأخرى للحل؟ 

  مثال )٢(: اإذا كان ك)2( = ٥، ك/)2( = ٣، ع)2( = ٤ ، ع/ )2( = ٦ وكان )س( = ك)س( × ع)س(،    
.)2(/ اأجد       

     الحل: /)س( = ك)س( × ع/)س( + ع)س( × ك/)س( 

             /)2( = ك )2( × ع/)2( + ع)2( × ك/)2(  
 ٥ × ٦ + ٤ × ٣ =                     

  ١2  +  ٣٠  =                     
٤2 =                     
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 ، اأجد /)س(.
٥
2  ٣س + ١ ، س

2س − ٥
  مثال )٣(: اإذا كان )س( = 

       
المقام × مشتقة البسط − البسط × مشتقة المقام      

)المقام(2
       الحل: /)س( =  

 
)2س − ٥( × ٣ − )٣س + ١( × 2

)2س − ٥(2
 =                       

    ١٧-     
)2س − ٥(2

 = 
)٦س − ١٥( − )٦س + 2(

)2س − ٥(2
 =                       

)س(  ، هـ)س(  ٠ ، وكان /)2( = -١، )2( = ١ ، هـ)2( = 2 
  مثال )٤(: اإذا كان ل)س( = هـ )س(

                   ل/)2( = -2 جد هـ/ )2(.
  

هـ)س( × /)س( − )س( × هـ/)س( 
)هـ )س((2

       الحل: ل/)س( = 
                 

هـ)2(/ × )2( − )2( × هـ/)2(
)هـ )2((2

              ل/)2( = 
 

2 × -١ − ١ × هـ/)2(  
2)2(

 =    2-                

                  -٨ = -2 − هـ/ )2( ومنها هـ/ )2( = ٦

قاعدة )٢(:

، )س(، هـ )س( اقترانين قابلين للاشتقاق هـ )س(  ٠ فاإن:
)س( 
اإذا كان ال�قتران ل)س( = هـ )س(

هـ)س( × /)س( − )س( × هـ/)س( 
)هـ )س((2

 ل/)س( = 

المقام × مشتقة البسط − البسط × مشتقة المقام      
)المقام(2

وبالكلمات ل/)س( = 

https://www.wepal.net/library/?app=content.list&level=24&type=1
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هـ)س(، س  -١ ، اأجد /)١( علما باأن هـ )١( = 2 ، هـ/)١( = ٣
س+١

  مثال )5(: اإذا كان )س( = 
                  

)س + ١( × هـ/ )س( − هـ)س( × ١
)س + ١(2

       الحل: /)س( = 

)١ + ١( × هـ/ )١( − هـ)١(
2)2(

 = )١(/              

2هـ/ )١( − هـ )١(
٤

 =                      
 

2 − ٣ ×2
٤

 =                      
          

٤
٤ =                      

             
١ =                      

https://www.wepal.net/library/?app=content.list&level=24&type=1
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تمارين ومسائل )٣-٤(

آتية:   س١: اأجد سص  لكل من ال�قترانات ال�

         اأ. ص = )2س + ٥( )٣ − س٣(   
   

 س  -٣ ، عندما س = ١ 
   س   
         ب. ص = س + ٣

س٢: اأجد /)٣( علماً باأن )س( = س2 − س + ٥ .
 

س٣: اإذا كان )س( = س2 + ٣س، وكان ل)س( = )س( + ٣هـ)س(، هـ)2( = ٥، هـ/)2( = ١،       
       اأجد ل/)2(.

١ ، جد /)2(؟
-

٤   ٣س + 2   ، س 
٤س + ١ س٤: اإذا كان )س( = 

س5: اإذا كان )س( = س٣ ل)س(  + هـ)س(، وكان ل) -١( = ٥، هـ/) -١( = ٧، ل/) -١( = -٣، 
فما قيمة /) -١(؟ 

https://www.wepal.net/library/?app=content.list&level=24&type=1
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ميل  تمثل  = س١  س  عند  )س(   = ص  للاقتران  أولــى  ال� المشتقة 
 ، السيني = س١  اإحداثها  التي  النقطة  عند  ال�قتران  لمنحنى  المماس 
وبمعرفة نقطة التماس )س١، ص١( يمكننا اإيجاد معادلة المماس لمنحنى 

ال�قتران، ومعادلة العمودي عليه.

غالبية المسارات التي ترُكب في الملاهي هي متعرجات تصمم على شكل منحنيات، 
المسارات  هذه  في  العربات  وتسير  للمتنزهين.  والسرور  البهجة  ضفاء  ل�إ وذلك 
المتعرجة بصورة مستقيمة، وتكون قوة دفع ال�أجسام عمودية على العربات، حيث 
السقوط،  باأنه على وشك  الشخص  ال�أجسام، وتشعر  تؤثر على  قوة وهمية  تظهر 
وتشعره بالخوف، والحقيقة غير ذلك. اأي النقاط التي تكون فيها حركة العربة تمثل 

خطاًّ مستقيماً على هذه المنحنيات )يمكن ال�ستعانة بالشكل المجاور(؟
النقاط: اأ، ب، جـ ، ..... ، ......، ......،      ،...    هل يمكن حصر النقاط؟

 5-٣Tangent Line :)تطبيقات هندسية )المماس والعمودي

نشاط: 

58 
 

:(المماس و العمودي) تطبيقات ىندسية 3-5
متعرجات:نشاط ىي الملاىي في تُركب التي المسارات غالبية

 وذلك لإضفاء البيجة والسرور   ، منحنياتشكلتصمم عمى 
 ىذه المسارات المتعرجة بصورة في وتسير العربات متنزىينلل

 حيث تظير ،كون قوة دفع الأجسام عمودية عمى العرباتت و،مستقيمة
، وتشعر الشخص بأنو عمى وشك السقوط،قوة وىمية تؤثر عمى الأجسام

أي النقاط التي تكون فييا حركة  والحقيقة غير ذلك،وتشعره بالخوف
خطّ تمثل ؟ يمكن الاستعانة بالشكل المجاور عمى ىذه المنحنيات اً مستقيماًالعربة

ىل يمكن حصر النقاط؟ ،      ،، ، أ، ب، جـ ، النقاط 

 
:                                                                                                                                                                                                     تعريف 

 ( 1، ص1س)عند النقطة  =ميل المماس المرسوم لمنحنى الاقتران ص  - 
     الواقعة عميو يساوي  (1س- س)  = 1ص– ص :  ومعادلتو ىي  ،

=       حيث   1ص = 
(  1، ص1س) عند النقطة =ميل العمودي عمى منحنى الاقتران ص  - 

، (1س-س)  = 1ص– ص : ، ومعادلتو ىي  ،     الواقعة عميو يساوي
=       حيث   1ص = 

 ويكون ،عندما يكون المماس أفقياً فإن ميمو يساوي صفراً :  ملاحظة
.  لمحور السيناتاً موازي

تمثل  1سعند س سق  المشتقة الأولى للاقتران ص 
 ،1سميل المماس لمنحنى الاقتران عند النقطة التي إحداثيا السيني 

يمكننا إيجاد معادلة المماس1ص،1سوبمعرفة نقطة التماس 
 ومعادلة العمودي عميو، لمنحنى الاقتران

 

 أ

ج
 ـ

 ب

58 
 

:(المماس و العمودي) تطبيقات ىندسية 3-5
متعرجات:نشاط ىي الملاىي في تُركب التي المسارات غالبية

 وذلك لإضفاء البيجة والسرور   ، منحنياتشكلتصمم عمى 
 ىذه المسارات المتعرجة بصورة في وتسير العربات متنزىينلل

 حيث تظير ،كون قوة دفع الأجسام عمودية عمى العرباتت و،مستقيمة
، وتشعر الشخص بأنو عمى وشك السقوط،قوة وىمية تؤثر عمى الأجسام

أي النقاط التي تكون فييا حركة  والحقيقة غير ذلك،وتشعره بالخوف
خطّ تمثل ؟ يمكن الاستعانة بالشكل المجاور عمى ىذه المنحنيات اً مستقيماًالعربة

ىل يمكن حصر النقاط؟ ،      ،، ، أ، ب، جـ ، النقاط 

 
:                                                                                                                                                                                                     تعريف 

 ( 1، ص1س)عند النقطة  =ميل المماس المرسوم لمنحنى الاقتران ص  - 
     الواقعة عميو يساوي  (1س- س)  = 1ص– ص :  ومعادلتو ىي  ،

=       حيث   1ص = 
(  1، ص1س) عند النقطة =ميل العمودي عمى منحنى الاقتران ص  - 

، (1س-س)  = 1ص– ص : ، ومعادلتو ىي  ،     الواقعة عميو يساوي
=       حيث   1ص = 

 ويكون ،عندما يكون المماس أفقياً فإن ميمو يساوي صفراً :  ملاحظة
.  لمحور السيناتاً موازي

تمثل  1سعند س سق  المشتقة الأولى للاقتران ص 
 ،1سميل المماس لمنحنى الاقتران عند النقطة التي إحداثيا السيني 

يمكننا إيجاد معادلة المماس1ص،1سوبمعرفة نقطة التماس 
 ومعادلة العمودي عميو، لمنحنى الاقتران

 

 أ

ج
 ـ

 ب

تعريف:      
- ميل المماس المرسوم لمنحنى ال�قتران ص = )س( عند النقطة )س١، ص١( الواقعة عليه يساوي /)س١(، 

ومعادلة المماس هي: ص – ص١ = )س – س١(، حيث  = /)س١(، ص١ = )س١(.
 
٠   ،١- - ميل العمودي على منحنى ال�قتران ص = )س( عند النقطة )س١، ص١( الواقعة عليه يساوي 
-١ )س – س١(، حيث  = /)س١(، ص١ = )س١(.  ومعادلة العمودي على المنحنى هي: ص – ص١ = 

 عندما يكون المماس اأفقياً فاإن ميله يساوي صفراً، ويكون موازياً لمحور السينات.
ملاحظة:
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6٢

  مثال )١(: اأجد ميل المماس لمنحنى ال�قتران )س( = س٣ – س2 +١ عندما س = ٣.
  )٣(/ هو  )الحل: ميل المماس عند )س = ٣      

             /)س(  = ٣س2 – 2س
 ٣ × 2 – 2٣(   = ٣ × ٣(/             

2١ =                       
          ميل المماس = 2١

( الواقعة عليه. ١ 
2

       عند النقطة )١، 
   س٣

س2 + ١   مثال )٢(: اأجد معادلة المماس لمنحنى ال�قتران )س( = 
       الحل: معادلة المماس هي:

              ص – ص١ =  )س – س١(

)
١ 
2

              نقطة التماس هي )س١، ص١( = )١، 

)١(/ =  = )ميل المماس عند )س١، ص١              

 ))س2 + ١( × ٣س2( − )س٣ × 2س(  
)س2 + ١(2

      لكن /)س( = 

 ١ × 2 × ٣١ − 2١( × ٣ × ١ + 2١(( 
2)١ + 2١(  =  )١(/           

 2 − ٣ × 2 
2)2(  =                    

 2 − ٦ 
٤

 =                    

١ = 
٤
٤  =                    

      اأي اأن معادلة المماس هي: 

 = ١ )س − ١(
١
                    ص – 2

 = س − ١
١
                    ص – 2

                    ص – س + ١2 = ٠
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6٣

  مثال )٣(: اأجد النقطة على المنحنى ص = )س( = س2  – ٤س + ٥ ، والتي يكون عندها المماس اأفقياً.
      الحل: نقطة التماس هي )س١، ص١( = )س١، )س١((  

             بما اأن المماس اأفقي فاإن ميل المماس = صفر 
             /)س١( = صفر

             /)س( = 2س – ٤
             /)س١( = 2س١ – ٤ = صفر

             ومنها س١ = 2
            نقطة التماس هي )2 ، ق)2(( = ) 2 ، ١(     )لماذا؟(

  مثـال )٤(: اأجـد معادلـة العمـودي علـى الممـاس لمنحنـى ال�قتـران )س( = )س2 + ١()س + ١( عنـد النقطـة 
)١، ٤(  الواقعـة عليـه.

       الحل: معادلة العمودي على المماس لمنحنى عند النقطة )١، ٤( هي:

 )١(/ =  ،)١ )س – س١ ( حيث )س١ ، ص١( = )١، ٤-               ص – ص١  = 

              /)س١(   = )س2 + ١( × ١ + )س + ١( × 2س 
                          = س2 + ١ + 2س2 + 2س

                          = ٣س2 + 2س + ١

 ١ + ١ × 2 + 2)١( = ٣ × )١(/ = ميل المماس = م             
٦ =                          

١ 
٦

 - = ١- 
م              ومنها ميل العمودي = 

 ١ )س – ١(
٦              معادلة العمودي هي ص – ٤ = - 

)لماذا؟(              ٦ ص + س – 2٥ = ٠    
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6٤

  س2 + 2       س  -٣ ، عندما س = -2.
س + ٣ س١: اأجد ميل المماس لمنحنى ال�قتران )س( = 

س٢: اأجد معادلة العمودي على المماس لمنحنى ال�قتران )س( = س٣ + 2س2 − س + ١ عند النقطة 
)١،٠( الواقعة عليه.

س٣: اأجد النقطة الواقعة على منحنى ال�قتران )س( = س2 – ٣س + ٥ التي يكون المماس عندها اأفقياً.

س٤: اأجد معادلة المماس المرسوم لمنحنى ال�قتران )س( عند النقطة )٠، ٧( الواقعة عليه، ويعامد المستقيم 
. ١ 

٣
الذي ميله = - 

ـــا )س = ١(  ـــى )س( عندم ـــاس لمنحن ـــل المم س5: اإذا كان )س( = س2 + ٥س − 2 ، وكان مي
. ـــت ـــة الثاب ـــد قيم ـــاوي ١١، اأج يس

تمارين ومسائل )٣-5( 
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تشتهر فلسطين بزراعة شجرة الزيتون، وتعتبر هذه الشجرة رمزاً من رموز صمود 
الشعب الفلسطيني في اأرضه، وتزرع في مناطق واسعة من محافظة نابلس، 
وقد اأسهمت وفرة كميات اإنتاج »زيت الزيتون« في توفير بيئة مناسبة لصناعة 
الصابون في نابلس. وتعتبر صناعة الصابون النابلسي المصنوع من زيت الزيتون 

من اأشهر الصناعات الفلسطينية، ويمكن تمثيل ذلك:
بالصناعة الصابون ............. بعصر الثمار ............  شجرة الزيتون 

 6-٣:Chain Rule )قاعدة السلسلة )مشتقة ال�قتران المركب

نشاط )١(: 

نشاط )٢(:

ننـــا نعـــرف ال�قتـــران المركـــب  اإذا كان )س(، هــــ )س( اقترانييـــن بحيـــث مـــدى هــــ )س(  مجـــال )س( فاإ

)هــــ()س( = )هـ)س((.
اأكمل ما يلي: اإذا كان )س( = س2 ، هـ )س(  = 2س − ١ فاإن: 

)هـ()س( = )هـ)س(( 
2).............( =               

               = ٤س2 − ٤س + ١                         )لماذا؟(

)هـ(/)س( = ٨س − ٤ ، هل يمكن اإيجاد )هـ(/)س( بطريقة اأخرى؟

قاعدة السلسلة: 

اإذا كان هـ)س( اقتراناً قابلاً للاشتقاق عند س، وكان )س( قابلاً للاشتقاق عند هـ)س( فاإن ال�قتران المركب 

)هـ()س( يكون قابلاً للاشتقاق عند س، ويكون )هـ(/)س( = /)هـ)س(( × هـ/ )س(.
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 .)٤(/)هـ(/)٤(، )هـ( 2س + ١ اأجد = )س( = س2 – ١ ، هـ )س( اإذا كان :)مثال )١  

       الحل: )هـ(/)٤( = /)هـ)٤(( × هـ/)٤(
               /)س( = 2س  ، هـ/)س( = 2

               هـ)٤( = 9 ، هـ/)٤( = 2  
2 × )9(/ = )هـ(/)٤(               

2 × ١٨ =                              
  ٣٦  =                              

)هـ(/)٤( = هـ/))٤(( × /)٤( = هـ/)١٥( × ٨               )لماذا؟(

      = 2 × ٨ = ١٦                   )لماذا؟(

  مثال )٢(: اإذا كان )س( = س٣ + 2س + ٥ ، هـ)س( = س2 + ١ ، اأجد )هـ(/)س( ، ثم اأجد )هـ(/)١(.
      الحل: )هـ(/)س( = /)هـ)س(( × هـ/)س(.

              لكن /)س( = ٣س2 + 2 ، هـ/)س( = 2س

              ومن ذلك )هـ(/)س( = /)س2 + ١( × 2س

= )٣)س2  + ١(2 + 2( × 2س ،    )لماذا؟(                                        

                                       = ٦س٥ + ١2س٣ + ١٠س ،         )لماذا؟(

                         )هـ(/)١(  = ٦ × ١ + ١2 × ١ + ١٠ × ١ = 2٨

نتيجة )١(: 
اإذا كان ص = )ع(، ع = هـ)س(، اقترانين قابلين للاشتقاق، فاإن ص = )هـ)س(( وبالتالي 

       سص  = /)ع( × هـ/)س(   
            = عص  × سع 

=  عص  × سع   اأي اأن سص  
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  . 
  مثال )٣(: اإذا كانت ص = ع2 + ع  ، ع = ٣ − 2س ، اأجد سص 

       الحل:     سص   = عص  × سع  ، عص  = 2ع + ١ ، سع  = -2

                       = )2ع +١ ( × -2 

                       = )2)٣ − 2س( + ١( × -2 

                       = )٧ − ٤س( × -2

                       = -١٤ + ٨س 

  مثال )٤(: اإذا كانت ص = م2 + 2م، م = س2 + س + ١ ، اأجد سص  عندما س = ٠ 

 م  
س مص  ×         الحل: سص  = 

                    = )2م + 2()2س +١(                   )لماذا؟(
)لماذا؟(           عندما س = ٠ تكون م = ١    

 ٠ + ١( = ٤ × 2()2 + ١ × 2( =
س=٠

              سص 
  ،١( = -١(/ ،٤ = )س(،هـ)س( اقترانين قابلين للاشتقاق على ح بحيث اأن: هـ/)١( اإذا كان :)مثال )5  

. )١(
       /)٦( = -2 ، هـ)١( = ٦ ، اأجد )هـ(/

       الحل: )هـ(/)١( = /)هـ)١(( ×هـ/)١( 

 ٦( × ٤(/ =                            
٤ = -٨ × 2- =                            

نتيجة )٢(: 
اإذا كانت ص = ))س(( ، عدد نسبي  وكان )س( اقتراناً قابلاً للاشتقاق، فاإن:

سص  = ()س((١. /)س(
جد سص  .   مثال )6(: اإذا كانت ص = )٤س + 2 (٣ اأ

    الحل: سص  = ٣)٤س + 2(2 × ٤
                 = ١2 )٤س + 2(2 

https://www.wepal.net/library/?app=content.list&level=24&type=1

. https://www.wepal.net
www.wepal.net | RESOURCE #109932 | TRACK fb72f7d7854ba9be



6٨

س١: اإذا كان )س( = س2  ، هـ)س( = س + ١ اأجد )هـ(/)س(.

س٢:  اإذا كانت ص = )2س – ١(2 ،  اأجد سص .

سص . س٣:  اإذا كان ص = ع2 – ٥ع +١، ع = 2س + ٣ ، اأجد 

  .)2(/ ٤، اأجد)س( = )س2– س( س٤:  اإذا كان

س5:  اإذا كان )س( = هـ)٣س2 + ١(، اأجد /)١(، علماً باأن هـ/)١( = ٥، هـ/)٤( = 2.

  ،٥ = )2(/ ،٣ = )2( /اقترانين قابلين للاشتقاق على ح بحيث اأن: هـ )س(، هـ)س( س6:  اإذا كان

.)2(/)هـ(/)2(، )هـ( ١ ، اأجد = )2( = ٣ ، هـ/ )٣( ،٤ = )2(2، هـ- = )٤(/

تمارين ومسائل )٣-6(
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6٩

مهنة صيد السمك في قطاع غزة من اأكثر المهن التي تُدرّ دخلاً، لكن وبسبب استمرار الحصار على قطاع غزة باتت 
طلاق نار مستمر  أفقر، فمساحة الصيد المسموحة لهم فقيرة بال�أسماك، كما يتعرض الصيّادون ل�إ شريحة الصيادين هي ال�
من زوارق ال�حتلال، لتضاف مهنة الصيد اإلى عشرات المهن ال�أخرى التي تعاني البطالة في القطاع، يخاطر الصياد 
بحياته لتوفير قوته وقوت اأسرته، ففي شهري اآذار ونيسان يجمع الصيادون اأكبر كمية ممكنة من سمك السردين، وتقل 
كمية هذا النوع من السمك في شهر اأيلول، حيث تكون الكمية قليلة جداً، وتتفاوت الكمية في باقي اأشهر السنة. اأحاول 

مع زميلي رسم منحنى تقريبي يبين كميات السمك التي تجمع في اأشهر السنة.     

 7-٣:)Extreme Values( القيم القصوى

نشاط: 

ملاحظة: 
سنقتصر في دراستنا للقيم القصوى على ال�قترانات كثيرة الحدود المعرفة على ح

تعريف: 

نه يقال اأن )جـ(: اإذا كان ص = )س( اقتراناً وكانت س = جـ في مجال ال�قتران، فاإ
اأ. قيمة عظمى محلية للاقتران، اإذا كانت )جـ( )س( لجميع قيم س المجاورة لـِ جـ.
ب. قيمة صغرى محلية للاقتران، اإذا كانت )جـ(  )س( لجميع قيم س المجاورة لـِ جـ.

يبين الشكل المجاور منحنى ال�قتران ص = )س( المعرف على ح، 
- نلاحظ اأن قيمة ال�قتران عند س = س١ اأكبر من قيمة ال�قتران عند جميع 
س  المجاورة لـِ جـ، لذلك يقال اإن للاقتران )س( قيمة عظمى محلية عند 

س١ هي )س١(.
اأن قيمة ال�قتران عند س = س2 اأصغر من قيمة ال�قتران عند  كما نلاحظ 
جميع قيم س المجاورة لـِ جـ، اأي اأن للاقتران قيمة صغرى محلية عند س2 

هي )س2(.
- تسمى القيم العظمى والصغرى المحلية للاقتران قيماً قصوى له.

س١

)س١( عظمى محلية

صغرى محلية

)س2(س٢

https://www.wepal.net/library/?app=content.list&level=24&type=1

. https://www.wepal.net
www.wepal.net | RESOURCE #109932 | TRACK fb72f7d7854ba9be



7٠

يجاد القيم القصوى المحلية: استخدام المشتقة ال�أولى ل�إ
اإن التمثيل البياني ل�أي اقتران على مجاله يساعد في تحديد نقط القيم القصوى المحلية للاقتران، ولكن: كيف تساعدنا 

المشتقة ال�أولى لهذا ال�قتران في تعيين القيم القصوى المحلية له؟ 
آتية، واأل�حظ العلاقة بين اإشارة /)س( والقيم القصوى للاقتران. اأتاأمل ال�أشكال ال�

في الشكل )اأ(: )جـ( قيمة عظمى محلية للاقتران )س(، /)جـ( = صفر، اإشارة /)س( تغيرت من موجبة لقيم 
س>جـ  اإلى سالبة لقيم س<جـ.

في الشكل )ب(: )جـ( قيمة صغرى محلية للاقتران )س(، /)جـ( = صفر، اإشارة /)س( تغيرت من سالبة لقيم 
س>جـ اإلى موجبة لقيم س<جـ.

في الشكل)ج(: /)جـ( = صفر، اإشارة /)س( موجبة لقيم س>جـ وموجبة لقيم س<جـ . )جـ( ليست قيمة 
قصوى محلية للاقتران )س(.

ماذا تستنتج؟

اإذا كان )س( اقتراناً قابلاً للاشتقاق، وكانت /)جـ( = صفراً، حيث جـ  مجال )س(، فاإن:
اأ. اإذا تغيرت اإشارة /)س( من موجبة لقيم س>جـ  اإلى سالبة لقيم س<جـ  فاإن )جـ( قيمة عظمى محلية 

للاقتران )س(.
ب. اإذا تغيرت اإشارة /)س( من سالبة لقيم س>جـ  اإلى موجبة لقيم س<جـ فاإن )جـ( قيمة صغرى محلية 

للاقتران )س(.
يسمى هذا باختبار المشتقة ال�أولى للقيم القصوى.

نتيجة:
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7١

س٣ – ٣س2 + ٨س + 2 . ١ 
٣   مثال )١(: اأعيّن جميع القيم القصوى للاقتران )س( = 

       الحل: /)س( = س2 – ٦س + ٨ 
              /)س( = ٠       

              س2 – ٦س + ٨ = ٠                                           
              )س – 2( )س – ٤( = ٠        

               س = 2 ، ٤          
          

صفرصفر
/)س(

اإشارة /)س( تغيرت من موجبة حيث س>2 اإلى سالبة حيث س<  2)2( قيمة عظمى محلية للاقتران )س(.

اإشارة /)س( تغيرت من سالبة حيث س>٤ اإلى موجبة حيث س<٤  )٤( قيمة صغرى محلية للاقتران )س(.
2٦ 
٣  = )2( = القيمة العظمى المحلية

22 
٣  = )٤( = القيمة الصغرى المحلية

  مثال )٢(: اأعيّن القيم القصوى للاقتران = س2 – ٦س + 9.   
       الحل: /)س( = 2س – ٦
              /)س( = ٠      

              2س – ٦ = ٠ 
              س = ٣

صفر

)لماذا؟(
/)س(

٣

اإشارة /)س( تغيرت من سالبة حيث س>٣ اإلى موجبة حيث س<٣  )٣( قيمة صغرى محلية للاقتران )س(.
٠ = 9 + ١٨ – 9 = )٣( = القيمة الصغرى المحلية

https://www.wepal.net/library/?app=content.list&level=24&type=1
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اإذا كان = س٣ – ١2س – ٥ ، س  ح ، اأجد قيم س التي عندها قيم قصوى للاقتران )س(.

الحل: /)س( = ......................

       نجعل /)س( = .................
       ٣س2 – ١2 = ٠ 

       س2 – ٤ = ٠            
       س = .........

صفرصفر
/)س(

2 2

األ�حظ اأن اإشارة /)س( تغيرت من موجبة حيث س>-2 اإلى سالبة حيث س <-2  عند )س = -2( يوجد قيمة 
عظمى محلية للاقتران )س(.

اإشارة /)س( تغيرت من سالبة حيث س>2 اإلى موجبة حيث س <2 حول )س = 2(  عند )س = 2( يوجد 
قيمة صغرى محلية للاقتران )س(.

  مثال )٣(: اأعيّن القيمة/القيم القصوى المحلية اإن وجدت للاقتران )س( = س٣ ، س  ح. 
       الحل: /)س( = ٣س2
              /)س( = ٠   

              ٣س2 = ٠
              س =٠   

صفر
/)س(

صفر

لم تتغير اإشارة /)س( حول )س = ٠( ومنها ل� توجد قيمة قصوى محلية للاقتران )س(.

نشاط )٢(:
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تمارين ومسائل )٣-7(

آتية:  س١: اأعيّن القيمة/القيم القصوى المحلية اإن وجدت لكل من ال�قترانات ال�
       اأ. )س( = ٤س – 2س2               ، س  ح 
       ب. )س( = س)س2 – ١2(     ، س  ح

       ج. )س( = س٣ – ٣س + 2 ، س ح 
       د. )س( = -س2 + ١٠س + ٥ ، س  ح 

س٢: اإذا كان للاقتران )س( = -س2 + ب س – ٣ ، س  ح  قيمة عظمى محلية عند س = -2 فما       
       قيمة ب؟

س٣:  اإذا كان )س( = س٣ – ٥ ، س  ح، اأبيّن اأنه ل� توجد للاقتران )س( اأية قيم قصوى.

آتي يبين اإشارة /)س(، جد قيم س التي عندها قيم قصوى للاقتران )س( واأبيّن نوعها،  س٤: الشكل ال�
علماً باأن )س( كثير حدود، معرف على ح.

 
صفرصفر

/)س(
2 2
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في اإحدى حصص الرياضيات للصف الحادي عشر، اأعطى المعلم ياسين كلاً من الطالبين حسام وبهاء ورقةً مستطيلة 
الشكل بعداها 2٨سم، ١٤سم.

ثم طلب منهما تكوين اأسطوانة مفتوحة من الجهتين عن طريق لف الورقة للحصول 
الورقة محيطاً  الورقة، حيث جعل طول  بلف  قام حسام  اأكبر حجم ممكن.  على 
لقاعدة ال�أسطوانة، وعرض الورقة ارتفاعاً لها، بينما قام بهاء بلف الورقة، وجعل عرض 

الورقة محيطاً لقاعدة ال�أسطوانة، وطول الورقة ارتفاعاً لها.
اأيّ الطالبين حصل على اأسطوانة ذات حجم اأكبر؟ ولماذا؟

يمكن ال�ستفادة من وحدة التفاضل في حساب القيم القصوى للاقتران الذي نحن بصدده في مثل هذه التطبيقات، كما 
آتية: أمثلة ال� يتضح من ال�

  مثال )١(: قطعة اأرض مستطيلة الشكل محيطها = ٦٠٠م، اأجد بعديها لتكون مساحتها اأكبر ما يمكن؟
الحل:  نفرض اأن طول قطعة ال�أرض = س 

                                    عرضها = ص 
         مساحة القطعة = طول القطعة × عرضها 

                )س(  =  س ص
       مساحة القطعة اأكبر ما يمكن  اإيجاد س التي يوجد عندها قيمة عظمى محلية للاقتران )س(.    

       لكن محيط القطعة = ٦٠٠م                                                                                                                                      
       2س + 2ص = ٦٠٠                                             

        س + ص = ٣٠٠   ومنها  ص = ٣٠٠ – س
        )س( = س )٣٠٠ – س( 

        )س( = ٣٠٠س – س2
        /)س( = ٣٠٠ – 2س  

Applications :تطبيقات عملية على القيم القصوى

نشاط )١(: 

71 
 

: تطبيقات عممية عمى القيم القصوى3-8  
حسام: (1 )نشاط الطالبين من كلًا ياسين المعمم أعطى عشر، الحادي لمصف الرياضيات حصص إحدى في

بعداىا الشكل مستطيمة ورقةً سم14سم ، 28وبياء

ثم طمب منيما تكوين أسطوانة مفتوحة من الجيتين عن طريق لف الورقة لمحصول عمى أكبر حجم ممكن  
قام بينما ليا، ارتفاعاً الورقة وعرض الأسطوانة، لقاعدة محيطاً الورقة طول جعل حيث الورقة، بمف حسام قام

ليا ارتفاعاً الورقة وطول الأسطوانة، لقاعدة محيطاً الورقة عرض وجعل الورقة، بمف بياء

ولماذا؟ أكبر؟ حجم ذات أسطوانة عمى حصل الطالبين أيّ

  

في بصدده نحن الذي للاقتران القصوى القيم حساب في جراءاتو وا  التفاضل قواعد وحدة من الاستفادة يمكن
 كما يتضح من الأمثمة الآتية،مثل ىذه التطبيقات

 كبر ما يمكن؟أ م، أجد بعدييا لتكون مساحتيا 600قطعة أرض مستطيمة الشكل محيطيا (: 1) مثال
س    نفرض أن طول قطعة الأرض :   الحل

ص                                            ص                                  عرضيا 
عرضيا                           س طول القطعة        مساحة القطعة 

س ص
 إيجاد س التي يوجد عندىا قيمة عظمى محمية للاقتران مساحة القطعة أكبر ما يمكن  

م                                                                                                                                       600  لكن محيط القطعة 

ص

س

٣-٨
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/)س( = ٠     ٣٠٠ – 2س = ٠
ومنها س = ١٥٠م  

صفر
/ )س(

١٥٠  

األ�حظ اأن اإشارة /)س( تغيرت من موجبة حيث س>١٥٠ اإلى سالبة حيث س<١٥٠  عند )س= ١٥٠( يوجد 
قيمة عظمى محلية للاقتران )س(.

ص = ٣٠٠ – ١٥٠ = ١٥٠م
بعدا قطعة ال�أرض هما ١٥٠م ، ١٥٠م ، اأي اأن القطعة مربعة الشكل.

س2 + ٣٥س + ٥( ديناراً، ويبيع  ١ 
٤   مثال )٢(: ينتج مصنع اأجهزة كهربائية اأجهزة عددها س كل يوم بتكلفة )

س( ديناراً، ما عدد ال�أجهزة التي يجب على المصنع اإنتاجها يومياً حتى يكون  ١ 
2 الجهاز الواحد منها بسعر )٥٠ – 

ربحه اأكبر ما يمكن؟ 
الحل: نفرض اأن عدد ال�أجهزة = س 

الربح = ثمن البيع – التكلفة

الربح = عدد ال�أجهزة × ثمن بيع الجهاز الواحد – التكلفة

س2 + ٣٥س + ٥( ١ 
٤ س( – ) ١ 

2 )س( =  س )٥٠ – 
س2 – ٣٥س – ٥ ١ 

٤ س2 –  ١ 
2       = ٥٠ س – 

س2 – ٥ ٣ 
٤       = ١٥س – 

س  ٦ 
٤  – ١٥ = 

 س 
س = صفر   ومنها  س = ١٠                             )لماذا؟( ٦ 

٤  – ١٥         

عندما س = ١٠ ، يكون للاقتران )س( قيمة عظمى محلية. )تحقق من ذلك(
ومنها يكون الربح اأكبر ما يمكن عندما يكون عدد ال�أجهزة = ١٠    

 ٣ × ١٠٠ − ٥ 
٤  − ١٠( = ١٥ × ١٠( = الربح     

           = ٧٠ ديناراً.
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اإليه    مثال )٣(: عددان طبيعيان مجموعهما ١٤، اأجد العددين بحيث يكون ٦ اأمثال مربع العدد ال�أول مضافاً 
مربع العدد الثاني اأقل ما يمكن؟

   الحل: نفرض اأن العددين هما س، ص.
          س + ص = ١٤ ، ص= ١٤ – س

          ح)س( = ٦س2 + ص2
                  = ٦س2 + )١٤ – س(2

                  = ٦س2 + ١9٦ – 2٨س + س2
                  = ٧س2 – 2٨س + ١9٦

   المطلوب اإيجاد قيمة س التي عندها قيمة صغرى محلية للاقتران ح)س( 
           ح/)س( = ١٤س – 2٨

           ح/)س( = ٠  
           ١٤س – 2٨ = ٠ 

   ومنها س = 2 
   عند س = 2 يكون للاقتران ح)س( قيمة صغرى محلية.                    )لماذا؟(

   ومنها العدد ال�أول س = 2
         العدد الثاني ص = ١٤ – س

١2 = 2 – ١٤ =                          
    العددان هما 2 ، ١2
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س١: حبل طوله 2٠م، اأجد مساحة اأكبر مستطيل يمكن عمله باستخدام هذا الحبل.

س٢: عددان طبيعيان مجموعهما 2٠، اأجد العددين بحيث يكون حاصل ضربهما اأكبر ما يمكن.

س٣: قطعة اأرض مستطيلة الشكل، محيطها ٦٠٠ م، اأجد بعديها لتكون مساحتها اأكبر ما يمكن.

س٤: عددان طبيعيان مجموعهما ١٤، اأجد العددين بحيث يكون ٦ اأمثال العدد ال�أول مضافاً اإليه مربع الثاني 
اأقل ما يمكن.

س5: صفيحة معدنية مربعة الشكل طول ضلعها ٦٠سم، يراد صنع صندوق بلا غطاء من هذه الصفيحة، وذلك 
أربع، اأجد طول ضلع كل من هذه  بقص مربعات متساوية من زوايا الصفيحة، وثني ال�أجزاء البارزة من الجهات ال�

المربعات ليكون حجم الصندوق اأكبر ما يمكن؟

تمارين ومسائل )٣-٨(
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جابة الصحيحة لكل مما ياأتي: س١: اأختار رمز ال�إ

١( اإذا كان متوسط تغير ال�قتران )س( في الفترة ]-٤ ، 2[ يساوي ٣ ، )-٤( =2 ما قيمة )2(؟ 

    اأ( 2٠                 ب( 2٦                 جـ( ١٦                 د( ١٨               

2(  ما ميل المستقيم القاطع لمنحنى ال�قتران )س( في النقطتين اأ )١، ٣( ، ب )٣، 9(؟ 

   اأ( -٣                  ب( ٣                   جـ( 2                  د( ٦               

س ما قيمة /)٤(؟ ٣( اإذا كان )س( = 

 ١           د( 2               
٤  ١                   جـ( 

2  ١                  ب( - 
2     اأ( 

عند س = 2؟     ٥    
س2 – ١

٤( ما ميل المماس لمنحنى ال�قتران )س( = 

                ٥ 
٣  2٠                   جـ( ١٥           د(  

9  ٤                  ب( - 
9     اأ( 

٥ ما قيمة سص  عندما س = -١؟ 
٥( اإذا كانت ص = )س – ١(

    اأ( ٥                    ب( 2٥                     جـ( صفر           د( ٨٠               

٦( اإذا كان )س( = س2،هـ)س( = س – 2 ما قيمة )هـ(/)١(؟

    اأ( -2                   ب( 2                       جـ( صفر            د( ٤               

س٦  + ١٠، ما قيمة /)١(؟  ١ 
٣ ٧( اإذا كان )س( = ٦س2 – 

    اأ( ٦                     ب( ١٦                      جـ( 2٠            د( ١٠               

٨( اإذا كان )س( = س2، هـ)س( = س + ١ فما قيمة )هـ(/)صفر(؟

    اأ( ٣                     ب( ١                        جـ( صفر             د( 2               

ص  عندما س = ٣؟   
9( اإذا كانت ص = )١ – 2س(2 ما قيمة س

    اأ( -2٠                  ب( 2٠                      جـ( -١٠           د( ١٠               

تمارين عامة )٣ - ٩(
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١٠( اإذا كان )س( = هـ)٣س2 + ١( فما قيمة  /)س( ؟ 

اأ( ٣س2هـ/)٣س2 + ١(     ب( ٣هـ/)٣س2 + ١(     جـ( ٦س هـ/)٣س2 + ١(      د( ٣س هـ/)٣س2 + ١(               

  )٥( عندما تتغير س من س١ =2 اإلى س2 =٥ هو ١٠، اأجد )س( س٢: اإذا كان متوسط تغير ال�قتران
علماً باأن )2( = ٦؟

       

س٣: اإذا كان متوسط التغير للاقتران )س( = س2 + ٣ عندما تتغير س من 2 اإلى  يساوي ٦ فما قيمة الثابت  ؟

س٤: اإذا كان )س( = س2 +١، اأجد ق/ )٣( باستخدام تعريف المشتقة عند نقطة.
)2( _ )2 + هـ(

2هـ 
هـ  ٠

س5: اإذا كان )س( = )س2 + 2( )٣س + ٤(  اأجد 

.٣( = ٥(/ ، 2- = )٣( علما باأن )٣( / جد )س( × 2س = )س( س6: اإذا كان

س7: اأجد معادلة العمودي على المماس لمنحنى )س( = س٣ + ٥س2 – ٣ عند النقطة التي اإحداثيها 
السيني = ١.

س٨: اأجد قيمة الثابت  التي تجعل ميل المماس لمنحنى ال�قتران ص = س2 + ٣س + ١ مساوياً ٤ 
عندما س = ١.

س٩: اأجد القيم القصوى للاقتران )س( = س٣ + ٣س2 + ٧.
س١٠: عددان طبيعيان مجموعهما 2٠، اأجد العددين ليكون حاصل ضربهما اأكبر ما يمكن.

س١١: اأقيّم ذاتي: اأكمل الجدول ال�آتي:
مستوى ال�نجاز مؤشر ال�داء

منخفض  متوسط مرتفع 
اأجد متوسط التغير 

اأستخدم القواعد في ايجاد المشتقات 
اأجد مشتقات ال�قترانات واحل مسائل منوعة عليها
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التكامل ٤Integrationالوحدة

أقواس والمحور ال�أفقي في الصورة؟  اأناقش: كيف اأجد مساحة المناطق المحصورة بين بعض ال�

. https://www.wepal.net
www.wepal.net | RESOURCE #109932 | TRACK fb72f7d7854ba9be



٨١

نتهاء من دراسة هذه الوحدة والتفاعل مع اأنشطتها اأن يكونوا قادرين على  يتوقع من الطلبة بعد ال�إ
توظيف التكامل في الحياة العمليّة من خلال ال�آتي:

التعرف اإلى مفهوم التكامل غير المحدود.. ١

اإيجاد التكامل غير المحدود.. 2

التعرف اإلى قواعد التكامل غير المحدود وتوظيفها في اإيجاده.. ٣

التعرف اإلى التكامل المحدود، وحسابه.. ٤

التعرف اإلى خواص التكامل المحدود وتوظيفها في حسابه.. ٥

استخدام طريقة التعويض في اإيجاد بعض التكاملات.. ٦

توظيف التكامل غير المحدود في تطبيقات هندسية.. ٧

توظيف التكامل المحدود في اإيجاد بعض المساحات.. ٨
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كان علي في رحلة ليلية قمرية مع صديق له على شاطئ البحر، عندما شاهدا معاً ظاهرة طبيعية وهي المد والجزر، وتحدثا 
معاً على وجود كثير من الظواهر الطبيعية المتعاكسة في الحياة الطبيعية، مثل: التجمد وال�نصهار، والتجاذب والتنافر، 
والتاأكسد وال�ختزال، وفي الرياضيات هناك عمليتا الجمع والطرح، وعملية اإيجاد مربع عدد حقيقي موجب، هي عكس 

عملية اإيجاد الجذر التربيعي لهذا المربع. 

اإذا كان )س( = س٣ فاإن /)س( = ٣س٣، اإذا كان /)س( = 2س ، فاإن )س( = ...........؟    
اإن عملية اإيجاد ال�قتران  الذي عُلِمت مشتقته ال�أولى هي عملية عكسية لعملية ال�شتقاق التي تعلمتها في الوحدة السابقة.

  مثال )١(: اأكتب ثلاثة اقترانات مشتقتها ال�أولى هي ٤س٣ ؟
       الحل: )س( = س٤، )س( = س٤ + ١٣، هـ)س( = س٤ − ، جميعها مشتقتها هي ٤س٣.

 ، + ١٣ = ) − س( − ه)ـس( = )س٤ + ١٣( − )س٤( ١٣ وكذلك ال�قتران = )س( – ه)ـس( = س٤  – )س٤  + ١٣( األ�حظ اأن
اأي اأن الفرق بين اأي اقترانين لهما نفس المشتقة هو عدد ثابت، لذلك فاإن ال�قتران الذي مشتقته ٤س٣ سيكون على 

الصورة )س( = س٤ + جـ، اأي اأن التكامل عملية عكسية للتفاضل.

            تعريف:
أولــى للاقتــران )س(، فــاإن ال�قتــران )س( + جـــ يمثــل مجموعــة  اإذا كان ال�قتــران /)س( هــو المشــتقة ال�
ــران /)س(، اأو يســمى  ــر المحــدود للاقت ــل غي ــى /)س(، ويســمى بالتكام أول ــتقتها ال� ــي مش ــات الت ال�قتران

ــذي مشــتقته /)س(. ــي ال ــران ال�أصل بال�قت
وبالرمــوز يكتــب: /)س( س = )س( + جـــ ، جـــ  ، الرمــز  هــو اإشــارة التكامــل، س تشــير اأن 

ال�قتــران بدل�لــة المتغيــر س ، جـــ يســمى ثابــت التكامــل.

  مثال )٢(: اأجد 2س ؟
       الحل: 2س = )س( ، حيث /)س( = 2

               )س( = 2س + جـ
   2س = 2س + جـ )ال�قتران ال�أصلي(.

Indefinite Integral التكامل غير المحدود

نشاط: 

 ٤-١
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  مثال )٣(: اأجد ٣س 2س ؟
       الحل: ٣س 2س = ك)س(، حيث ك/)س( = ٣س2                                         

      )س( = س٣ + جـ

٣ س 2س = س٣ + جـ )ال�قتران ال�أصلي(.
  مثال )٤(: اأي من ال�قترانين )س( = 2س٣ + ٤س2 + ٤س + جـ
                         هـ)س( = 2س٣ + ٥س2 + ٤س + جـ

       يمكن اعتباره اقتراناً اأصلياً للمشتقة )٦س2 + ١٠س + ٤( ؟
       الحل: /)س( = ٦س2 + ٨س + ٤

       هـ/)س( = ٦س2 + ١٠س + ٤
       هـ)س( = 2س٣ + ٥س2 + ٤س + جـ هو ال�قتران ال�أصلي للمشتقة  
       وبالرموز )٦س2 + ١٠س + ٤( س = 2س٣ + ٥س2 + ٤س + جـ

  مثال)5(: اإذا كان )س( = )س2 + س()س – 2( س ، اأجد /)س( ؟
       الحل: /)س( = مشتقة )س2 + س()س –  )2س، وبما اأن ال�شتقاق عملية عكسية للتكامل، 

              فاإن /)س( = )س2 + س()س – 2(.
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تمارين ومسائل )٤-١(

س١: اأكمل الجدول ال�آتي:

ال�قتران ال�أصلي )س( + جـالمشتقة /)س(

 ٤س١٣.

 س٤ + س٣ + 2س + جـ2.

 2س + ٣١.

 )٤س٣ + ٣( س٤.

س٢:  اأضع اإشارة  اأمام العبارة الصائبة واإشارة � اأمام العبارة الخاطئة:

+ ٤س
٥س2
2 اأ. )٥س + ٤( س =

ب. )٦س٥ + ٣س )2س = س٦ + س٣ + جـ

جـ. )2س٣ + ٣س( س = ٦س + ٣

+ جـ ٥
س س = ٥-

س2  .د

هـ. 2س = 2 + جـ

و. 2 = 2 + جـ

س2 + ٣ س، اأجد /)س(. 
س + ١  = )س( س٣. اإذا كان
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الميراث شرعة الله سبحانه وتعالى في كتابه العزيز، ورغم هذا التشريع اإل� اأن بعض المشاكل بين الناس تحدث بسبب 
عدم رجوع الناس اإلى ال�أنظمة والتشريعات والقوانين التي تخص توزيع هذا الميراث، حيث اإن ال�عتماد على هذه القوانين 

اأو القواعد، يساعد في عملية توزيع الميراث بسهولة.
وللعلوم ال�أخرى في الحياة قوانين وقواعد تسهّل فهم المسائل والمشكلات العملية والعلمية، وتعمل على تحليلها وحلهّا.

اإذا كان ال�قتــران ال�أصلــي للمشــتقة /)س( = ٣س2 هــو س٣ + جـــ، فكيــف يمكــن اإيجــاد ال�قتــران ال�أصلــي للمشــتقة 
يجــاد ال�قتــران ال�أصلــي؟ /)س( = ٤س٣ + ٣س2 – ٣ ؟ هــل يوجــد قواعــد ل�إ

ال�قتران ال�أصلي لـِ ٤س٣ هو س٤ + جـ 
ال�قتران ال�أصلي لـِ ٣س2 هو س٣ + جـ 
ال�قتران ال�أصلي لـِ -٣ هو .........

ال�قتران ال�أصلي لـِ ٤س٣ + ٣س2 – ٣ هو ........

  مثال )١(: اأجد ٣س ؟
الحل: المطلوب هو اإيجاد ال�قتران ال�أصلي )س( الذي مشتقته ال�أولى /)س( = ٣.

من معلوماتنا في التفاضل، األ�حظ اأن ال�قترانات ١)س( = ٣س 
2)س( = ٣س + ٥

2 ٣)س( = ٣س – 
٤)س( = ٣س + ثابت

ــات هــو فــي الحــد الثابــت فقــط،  أولــى /)س( = ٣، واأل�حــظ اأن الفــرق بيــن هــذه ال�قتران ــات مشــتقتها ال� هــي اقتران
ــذي مشــتقته /)س( = ٣ هــو )س( = ٣س + جـــ. ــي )س( ال ــران ال�أصل ــاإن ال�قت ــك ف ولذل

اأي اأن ٣س = ٣س + جـ

قاعدة )١(:

س = س + جـ ،        ، جـ عددان حقيقيان.  

 ٤-٢ )Rules of  Indefinite Integral( قواعد التكامل غير المحدود

نشاط: 
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آتية:    مثال )٢(: اأجد التكاملات ال�
١ ع.  

2   )ص                 ٣  ٣   )2                          س٥-)١
الحل: ١( -٥س = -٥س + جـ، ال�قتران بدل�لة المتغير س.

ص + جـ، ال�قتران بدل�لة المتغير ص. ٣ ٣  ص =   )2       

١ ع + جـ، ال�قتران بدل�لة المتغير ع.
2 ١ ع = 

2  )٣       

  مثال )٣(: اأتاأمل الجدول ال�آتي، واأجيب عن ال�أسئلة اللاحقة:

س٣)س(
٣٧ + 

س٤
٤

س٥
٥2 + 

س٦
٦

س٥س٤س٣س2/)س(

١. ما العلاقة بين درجة /)س( و درجة )س(؟
2. ما العلاقة بين معامل الحد الذي يحتوي على س في )س( ودرجة )س( ؟

الحل: ١. درجة ال�قتران )س( تزيد ١ عن درجة /)س(.
معامل الحد الذي يحتوي على س يساوي مقلوب درجة ال�قتران.

قاعدة )٢(:

.١- ≠  ،جـ، جـ عدد حقيقي + 
١+س
١ +   س س = 

آتية:   مثال )٤(: اأجد كلاً من التكاملات ال�
س س2 ٣ .د ١ س   

2 ج. س ب. س-٣س   اأ. س2س   

 + جـ
س٣
٣  + جـ = 

س2+١
١ + 2 الحل: اأ. س2س = 

 + جـ
-س-2
2-  + جـ = 

س-2
2-  + جـ = 

س-٣+١
      ب. س-٣س = -٣ + ١
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 + جـ
٣2 2س
٣  + جـ = 

2
٣ س
٣
2

 + جـ = 
١ + 

١
س 2

١ + ١
2

س =  ١
2 ج. س

س٥ + جـ ٣ ٣
٥  + جـ = 

٥
٣ ٣س
٥  + جـ = 

٥
٣ س
٥
٣

 + جـ = 
١ + 2

س ٣
١ + 2

٣
 2س =  

٣ س = س س2 ٣ .د

آتية:   مثال )5(: اأجد التكاملات ال�
2 ل٧ ل   .ج س٤ س    ٣

٥  .س          ب 2س٣ .اأ

 + جـ
س٤
2  + جـ = 

2س٤
٤ الحل: اأ. 2س٣ س = 2 س٣ س = 

 + جـ
٣س٥
2٥  + جـ = 

س٥
٥  × ٣

٥ س٤ س =  ٣
٥ س٤ س =   ٣

٥  .ب       

 + جـ
ل٨
٨  2 ل٧ ل =  2 2 ل٧ ل =   .ج        

قاعدة )٣(:

   ، س  )س(  = س  )س(  قابلاً للتكامل، فاإن )س( اإذا كان ال�قتران

قاعدة )٤(:
 اإذا كان )س(، هـ)س( اقترانين قابلين للتكامل، فاإن:

١. ( + هـ( ) )س(س = )س(   س + هـ)س( س

( .2 – هـ( ) )س(س = )س(  س – هـ)س( س

  مثال )6(: اأجد )٣س2 + ٤س( س

الحل: )٣س2 + ٤س( س = ٣س 2س + ٤ س س

)لماذا؟(                         = س٣ + 2س2 + جـ   
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( س ٥
س2

س٣ –  ١
2 ( اأجد :)مثال )7  

٥ س
س2

 – س س٣ ١
2  = س ) ٥

س2
س٣ _  ١

2 ( :الحل

س٣س – ٥س- 2س ١
2  =                          

٥ + جـ   )لماذا؟(
س س٤ + 

٨  =             
يمكن تعميم القاعدة )٤( ل�أكثر من اقترانين.

 2س
  مثال )٨(: اأجد )س + ٣(

الحل: )س + ٣(2 = )س + ٣()س + ٣( = س2  + ٦س + 9

)س + ٣( 2س = )س2 + ٦س +  )9س = س 2س + ٦س س +  9س
 + 9س + جـ

س2
2  ٦ + 

س٣
٣  =                  

س٣ +        ٣س2 + 9س + جـ
٣  =                  

٣-  ع   ، ع 9 _ 2ع
ع + ٣  مثال )٩(: جد 

ع2 _ ٣ع + جـ
2 )ع + ٣()ع – ٣( ع = )ع – ٣(ع = 

)ع + ٣(
 = ع 9 – 2ع

ع + ٣  :الحل

ص ؟
س   مثال )١٠(: اإذا كان ص = )٥س2 + ٣س( س ، اأجد 

 + جـ
٣س2
2  + 

٥س٣
٣ الحل: ص=)٥س2 + ٣س( س = 

٣ × 2س + صفر
2  + 

٥ × ٣س2
٣ ص = 

س
)ماذا نلاحظ؟( = ٥س2 + ٣س   
هل يمكن الحل بطريقة اأخرى؟      )وضح ذلك.(
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آتية:  س١: اأجد التكاملات ال�
٥ س س  .ج ع       .ب  2س    

٣  .اأ

و. ك 2س ، ك ثابت ≠ ٠ 2 + ١( س  
س2

هـ. )٧س٣ _  د. )2س2 + ٣( س  

س٢: اأجد )2ص – ٥()ص + ٣( ص 

2  ل      ،    ل ل2 – ٥ل + ٦
ل – 2

  س٣: اأجد

س٤: اأجد )2س + ١()س٣ + س2 – ٣س + ٤( س

س5: اإذا كان )س( = )٣س٣ + ٥س2 – 2س + ٤( س، اأجد /)س(.

ص.
س س6: اإذا كان ص = )2س + 2()س2 + 2س(٥ س، اأجد 

تمارين ومسائل )٤-٢(
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ألعاب فيها، ركب بلال في لعبة القطار الذي يسير في مسار  ذهب بلال في رحلة مدرسية اإلى مدينة حيفا وزار مدينة ال�
ألعاب وتركيبها، بما يضمن سلامة المتنزهين، اأجابه المعلم:  متعرج، وبعدها ساأل بلال معلمه عن كيفية تصميم هذه ال�

ألعاب يعتمد على اإيجاد قاعدة رياضية لمنحنى مسار القطار، وهذه مهمة المهندسين. باأن تصميم ال�
كيف يمكن معرفة قاعدة ال�قتران اإذا علم ميل هذا المنحنى عند اأي نقطة؟ وهل هناك مشكلة في اإيجاد قيمة الثابت جـ؟

لتكن /)س( = 2س تمثل ميل منحنى ال�قتران )س( عند اأي نقطة عليه، اأجد قاعدة ال�قتران )س(؟

حسب قاعدة التكامل غير المحدود /)س( س = )س( + جـ

قاعــدة ال�قتــران )س( = 2سس = س2 + جـــ  األ�حــظ اأنــه ل� يمكــن اإيجــاد صــورة عنصــر معيــن فــي )س( اإل� 
بمعرفــة قيمــة جـــ.

ــران، واإيجــاد صــورة اأي  ــه يمكــن اإيجــاد قاعــدة ال�قت ن ــران )س( يمــر بالنقطــة )٠ ، ٣( فاإ لكــن اإذا كان منحنــى ال�قت
عنصــر فــي هــذا ال�قتــران؟

  مثال:
اإذا كان ميــل الممــاس لمنحنــى )س( عنــد اأي نقطــة عليــه يعطــى بالقاعــدة /)س( = ٣س – ١، اأجــد قاعــدة ال�قتــران 

)س( علمــاً بــاأن منحنــاه يمــر بالنقطــة ) ٠ ، ٧ (.
 _ س + جـ

٣س2 
2 الحل: )س( = /)س( س = )٣س _ ١( س = 

   ٠( = ٧( ومنها )منحنى ال�قتران يمر بالنقطة )٠ ، ٧

ومنها   جـ = ٧

 _ س + ٧
٣س2 

2 ومنها  )س( = 

تطبيقات هندسية على التكامل غير المحدود 
Geometric Applications for Indefinite Integral

نشاط:

 ٤-٣
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٩١

س١: اإذا كان ميل المماس لمنحنى ال�قتران )س( عند اأي نقطة عليه يعطى بالعلاقة /)س( = ٥، 
اأجد قاعدة ال�قتران )س( علماً باأن منحناه يمر بالنقطة )2 ، ٣(.

س٢: اإذا كان ميل المماس لمنحنى ال�قتران هـ )س( عند اأي نقطة عليه يعطى بالعلاقة هـ /)س( = س + ٣، 
اأجد قاعدة ال�قتران هـ )س( علماً باأن منحناه يمر بالنقطة )2 ، ٧(.

س٣: اإذا كان ميـــل الممـــاس لمنحنـــى ال�قتـــران )س( عنـــد اأي نقطـــة عليـــه تعطـــى بالعلاقـــة 
ـــة )٠ ، 2(. ـــر بالنقط ـــى )س( يم ـــاأن منحن ـــاً ب ـــد )2( علم /)س( = )س+١(٣، اأج

ـــة  ـــو )2س − ٥(، اأجـــد معادل ـــه ه ـــة علي ـــد اأي نقط ـــران ع)س( عن ـــى ال�قت ـــاس لمنحن ـــل المم س٤: اإذا كان مي
ـــة )٠ ، ٣( . ـــر بالنقط ـــى ع)س( يم ـــاأن منحن ـــاً ب ـــا س = 2 ، علم ـــى ع)س( عندم ـــاس لمنحن المم

تمارين ومسائل )٤-٣(
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٩٢

أرقام التي اأوردتها وزارة الزراعة  بلغت كمية ال�أمطار التراكمية التي هطلت على محافظة الخليل لموسم 2٠١٧م حسب ال�
٤١٦ ملم. حيث يتم قياس هذه الكمية بمقياس كمية ال�أمطار الموجود في منطقة محددة، وذلك لصعوبة جمع ال�أمطار 

في منطقة غير محددة.
وكذلك المماس يمكن اأن يكون مماساً لعدد غير محدود من المنحنيات، لكن اإذا علمت نقطة التماس فيمكن تحديد 

ال�قتران الخاص لهذا المماس.

:)Definite Integral( التكامل المحدود

نشاط )١(:

نشاط )٢(:
اإذا كان ميل المماس لمنحنى )س( هو /)س( = 2س + ٣، كيف يمكن حساب التغير في ال�قتران   

)س( عندما تتغير س من س١= 2 اإلى س2 = ٥؟ 
لحساب هذا التغير يلزمنا )س(، حيث:

)س( = /)س( س
        = )٠٠٠٠٠( س

        = س2 + ٣س + جـ

= )2( − )٥( = التغير في ال�قتران
                  = )2٥ + ١٥ + جـ( − )               (

   ٣٠ =                  
هل نحن بحاجة لمعرفة قيمة الثابت جـ لحساب هذا التغير؟

 اإذا كانت /)س( هي المشتقة ال�أولى للاقتران )س(، وكان /)س( قابلاً للتكامل،

/)س(س = )ب ،)( − )،ب عــددان حقيقيــان. وهــذا التكامــل يســمى تكامــلاً محــدوداً، 
ب


فــاإن 

حــدّه العلــوي = ب، وحــدّه الســفلي= ، وقيمتــه = عــدداً ثابتــاً.

تعريف:

 ٤-٤
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٩٣

2)س _ ٣( س ؟
١
  مثال )١(: اأحسب قيمة التكامل 

الحل: )س( = )س _ ٣( س

 _ ٣س + جـ
س2
2  =        

)١( _ )2( = س )س _ ٣(2
١

١ _ ٣ + جـ(
2                   = )2 _ ٦ + جـ( _ )

٣-
2 -٣ + جـ _ جـ = 

2  =                  

يمكن حل المثال بطريقة اأخرى
2

١

 − ٣س(  
س2
2 2)س − ٣(س = )

١

اأعوض الحد العلوي، ثم اأطرح منه ناتج تعويض الحد السفلي.
٣-
2  = )١ − ٣

2
 ( − )٦ − 2( =

2)٣س2 − 2س + ١( س
١-
  مثال )٢(: اأجد 

2

١-

2)٣س2 − 2س + ١( س = )س٣ − س2 + س(  
١-
الحل: 

)١−١−١−( − )2 + ٨ − ٤( =                            
9 =                            

٤)ب س − ٧( س = ٣٤، اأجد قيمة الثابت ب.
2

  مثال )٣(: اإذا كان 

٣٤ =      
٤

2

 − ٧س( 
ب س2

2 ٤)ب س − ٧( س = )
2

الحل: 

= )٨ب − 2٨( − )2ب − ١٤( = ٣٤
٦ب − ١٤ = ٣٤

٦ب = ٤٨
ب = ٨
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٩٤

٦ س س = -٦٣، اأجد قيمة/قيم الثابت ب.
ب

٥

  مثال )٤(: اإذا كان 

٦٣- =  
ب

٥
٦ سس = ٣س2  

ب

٥

الحل: 

٣ب2 − ٧٥ = -٦٣
ب2 = ٤              )لماذا؟(

ب = 2±

نشاط )٣(:

 جد /)س( في كل مما ياأتي:

٣)٣س2 + 2س( س
2
١. )س( = 

٧)٧س٥ − ٣س(9س
١-
 .2)س( = 

اأتعلم: مشتقة التكامل المحدود تساوي صفراً.
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آتية:  س١: اأحسب قيمة كل من التكاملات ال�

2)٥ − ٣س )2س
٠
ب(  س        ٦ 2

١-
اأ( 

س س ٣٨
١
( س                     د(  ١

س٣
 _ ١

س2
(٣

١
ج( 

٥ب2س = ٣2 فما قيمة/ قيم الثابت ب؟
٣

س٢: اإذا كان 

. س = صفراً، فما قيمة/ قيم الثابت )٣ _ 2س(
2-
س٣: اإذا كان 

2)2س − ١( 2س.
٠
س٤: اأحسب 

ص لكل مما ياأتي:
س س5: اأجد 

اأ( ص = )٤س٣ + 2س − ٥( س

٧)٤س٣ + 2س − ٥( س
2
ب( ص = 

تمارين ومسائل )٤-٤( 
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ماجد طالب مجتهد، يذهب صباحاً اإلى مدرسته التي تبعد عن منزله ٣كم، وبعد المدرسة يذهب اإلى دكاّن والده الذي 
يبعد عن المدرسة 2كم، وفي المساء يعود من الطريق نفسه، ويقوم بواجباته المدرسية. فاإذا كانت المدرسة تقع بين 

منزله ودكان والده، وجميعها على استقامة واحدة:
ــــــــــــــــــــــــــــــ الدكان ـــــــــــــــــــــــــــــــــ 2كم ـ ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ المدرسة ـ ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ٣كم ـ المنزل ـ

١( يسير ماجد في ذهابه من المنزل اإلى المدرسة في اليوم الواحد مسافة .......................
2( يسير ماجد في ذهابه من المدرسة اإلى الدكاّن في اليوم الواحد مسافة ......................
٣( يسير ماجد في ذهابه من المنزل  اإلى الدكاّن في اليوم الواحد مسافة .......................
٤( يسير ماجد في ذهابه من المنزل  اإلى الدكاّن في ٤ مسافات .............................
٥( عندما يخرج من المنزل في الصباح، ثم يعود اإليه مساءً، تكون اإزاحته = صفراً           )لماذا؟(

٦( اإذا اعتبرنا اأن اإزاحته من المنزل اإلى الدكاّن ٥كم باتجاه الدكاّن، فاإن اإزاحته من الدكاّن اإلى المنزل ................

 Definite Integral Properties خصائص التكامل المحدود

نشاط )١(: 

نشاط )٢(:

   ٠ = )2 − 2( ٧  = 
2

2

٧2س = ٧س  
2

 .١

  = ٠    )لماذا؟(
٥

٥

٥)2س + ٣( س = ).........(  
٥

 .2

)س( س = ٠  لكل   ح


     خاصية )١(: اإذا كان )س( اقتراناً قابلاً للتكامل فاإن 

حسب الخاصية )١( ١)2س2 + ٣س +  )2س = ٠  
١
فمثلاً: اأ( 

س + ٥( س = ٠                 حسب الخاصية )١( (2
2
       ب( 

 5-٤
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اأكمل الجدول ال�آتي:

قيمتهالتكاملقيمتهالتكامل

2)س + ١( س
١

٥
١)س + ١( س2

2

٥-
2

٧ س
٥

٣

٧ س١٤
٣

٥

١س٥ س
٠

٠س٥ س 
١

١
٦  -

من الجدول ماذا نلاحظ ؟

)س( س

ب
)س( س = - 

ب


      خاصية )٢(: اإذا كان )س( اقتراناً قابلاً للتكامل، فاإن: 

)س( س ؟ ١
2

)س( س = ٨، اأحسب  2
١

  مثال )١(: اإذا علمت اأن 

حسب الخاصية )2( )س( س= -٨   2
١

)س( س = - ١
2

       الحل: 

-2)س( س ؟ 2
٣

)س( س= -٣ ، جد  ٣
2

  مثال )٢(: اإذا كان 

)س( س 2
٣

-2)س( س = -2  2
٣

       الحل: 

)س( س        لماذا؟ ٣
2

 2 =                         

 ٣( = -٦-( 2 =                         

نشاط )٣(:
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٩٨

اأكمل الجدول ال�آتي:

)١(التكامل
قيمته

)٢(التكامل
قيمته

)٣(التكامل
قيمته

اأكتب علاقة 
بين 

)١(،)٢(،)٣(

٥س 
2

١
٥س٥ 

٥

2
٥س١٥ 

٥

١
2٠2٥ + ١٥ = ٠

س2س 2
٠

٨
س2س٣ ٤

2
س2س ٤

٠

٦٤
٣

)س − ٣( س 2
١

)س − ٣(س ٣
2

١
2 )س − ٣( س-  ٣

١

من الجدول اأعلاه، ماذا نلاحظ؟

خاصية )٣(: اإذا كان )س( اقتراناً قابلاً للتكامل، على ]  ، جـ [ ، ب  ]  ، جـ [ فاإن

ضافة( )س( س    )خاصية ال�إ
جـ


)س( س = 

جـ

ب
)س( س + 

ب



)س( س ؟ ٤
١
)س( س = -9 اأجد  ٤

2
)س( س= ٣،  2

١

  مثال )٣(: اإذا علمت اأن 

)س( س                 حسب الخاصية )٣( ٤
2
)س( س +  2

١

)س( س =  ٤
١
       الحل: 

٦- = )9-( + )٣( =                      

نشاط )٤(:
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٩٩

-2)س( س ؟ ٤
١

٥)س(س = ١٥ ، اأجد  ٣
٤

)س( س = 2 ،  ٣
١

  مثال )٤(: اإذا علمت اأن 

)س( س ٤
١

-2)س( س= -2  ٤
١

       الحل: 

)س( س ٤
٣

)س( س +  ٣
١

)س( س =  ٤
١

      

)س( س = -٣      لماذا؟ ٣
٤

)س( س = - ٤
٣

      لكن 

)س( س = 2 + )-٣( = -١               لماذا؟ ٤
١

     

-2)س( س = -2)-١( = 2 ٤
١

  
خاصية )٤(: اإذا كان ال�قترانان )س( ، هـ)س( اقترانين قابلين للتكامل على ]  ، ب[ فاإن

هـ)س( س
ب


)س( س ± 

ب


)س( ± هـ)س( س = 

ب



)٣)س( + س +  )2س ؟ 2
١-
)س( س = -٥ ، اأجد  2

١-
  مثال )5(: اإذا كان 

) س +  )2س    2
١-
٣)س( س +  2

١-
)٣)س( + س +  )2س =  2

١-
       الحل: 

2

١-

 + 2س( 
س2
2 )س( س + )  2

١-
 ٣ =          

]))١-(2 + ١
2  ( − )٤ + ٤

2 ([ + )٣)-٥ =           

 ١٥-
2  = ) ٣

2  + ١٥ + )٦- =           
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١٠٠

تمارين ومسائل )٤-5( 

)س2 − ٦س( س 2
2
س١: اأحسب 

آتية: س٢: اأحسب التكاملات ال�

)س − ٦( س ٥
٣
)س − ٦( س      ج.  ٥

2
)س − ٦( س        ب.  ٣

2
      اأ. 

2)س( س = ٤، اأجد قيمة ال�آتي: 2
٠

)س( س = -٣ ،  2
١-

س٣: اإذا كان 

)٣)س( + س( س 2
١-

ج.  )س( س   ٠
١-

-٣)س( س            ب.  2
٠

 اأ. 

-2هـ)س( س = ٦ ، اأجد قيمة: ٣
2

٣)س( س = ١2 ،  ٣
2

س٤: اإذا كان 

)٥هـ)س( − ٣)س(( س ٣
2
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الخيار،  من  و٣كغم  الموز،  من  و2كغم  البندورة،  من  و2كغم  التفاح،  من  واشترت ٣كغم  السوق  اإلى  اإيمان  ذهبت 
وكيلوغرام واحد من الفجل، ووضعتها في اأكياس، ولما همّت بحمل هذه ال�أغراض، وجدت صعوبةً في حملها؛ لذلك 

اقترح عليها صاحب المحل اأن تضع جميع هذه ال�أكياس في كيس واحد كبير؛ لتسهيل حملها والتنقل بها.
بعض ال�قترانات ل�يمكن تكاملها باستخدام القواعد التي درستها، وهذه ال�قترانات يمكن تكاملها بطرق متعددة ومتنوعة. 

سنتعرف في دراستنا لهذه الوحدة طريقة التكامل بالتعويض على اأنواع معينة من ال�قترانات.

 6-٤ Integration by Substitution:التكامل بالتعويض

نشاط )١(: 

نشاط )٢(:
اأجد )س − ٣(2س

)لماذا؟(  )س − ٣(2س = )                 ( س  
 
الحل:

 − ٣س2 + 9س + جـ
س٣
٣  =      

وبالطريقة نفسها جد )٤س − 9(٣س

لكن هل يمكن اأن اأجد )٤س − 9(١٠س بسهولة بالطريقة نفسها ؟

يمكن اإيجاد )س _ ٣(2س بطريقة اأخرى، تسمى طريقة التكامل بالتعويض.

ص = ١ ومنها س = ص بالتعويض في التكامل
س الحل: اأفرض اأن ص = )س _ ٣( ومنها  

 + جـ
)س _ ٣(٣

٣  + جـ = 
ص٣
٣ )س _ ٣(2س = ص 2ص = 

 مثال )١(: اأجد )٣س + ١(9س

ص  
٣ ص = ٣ ومنها س = 

س الحل: اأفرض اأن ص = ٣س + ١ ومنها 

١ ص9ص
٣ ص = 

٣
اأعوض في التكامل )٣س + ١(9س = ص9

 + جـ 
ص١٠
٣٠

 + جـ = 
ص١٠
١٠

 × ١
٣  =

 + جـ
)٣س + ١(١٠

٣٠  =
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١٠٢

س)٣س2 − ١(٣س ١
٠

  مثال )٢(: اأجد 

ص
٦س ص = ٦س  ومنها  س = 

س الحل: اأفرض اأن ص = )٣س2 − ١( ومنها 

اأعوض في التكامل

١  ص٣ ص
٦ ص = 

٦س س)٣س2 _ ١(٣س = س ص٣ 

 + جـ
)٣س2−١(٤

2٤  + جـ = 
ص٤
٤  × ١

٦  =

١

٠

  
)٣س2−١(٤

2٤ س)٣س2 _ ١(٣س =  ١
٠

١٥
2٤  = 

٣×٠_١(٤(
2٤  _ 

٣×١_١(٤(
2٤

  مثال )٣(: اأجد )2س + ١()س2 + س − ٥(٣س

ص 
)2س+١( ص = )2س + ١( ومنها س = 

س الحل: اأفرض اأن ص = )س2 + س − ٥( ومنها 

اأعوض في التكامل

ص 
)2س+١(

)2س + ١()س2 + س − ٥(٣س =)2س + ١()ص(٣ 
 + جـ 

ص٤
٤ = ص٣ص = 

 + جـ
)س2 + س − ٥(٤

٤  =
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١٠٣

آتية: اأجد التكاملات ال�

س١: )2 − ٣س(٣ س

٣ س
٥
) س − ١(

 :س٢

س٣: (س + ب(٤ س ،  ، ب ثوابت

س٤: س2)س٣ + ١(٤ س

)2س − ١( 2س 2
١

س5: 

)2س − ٥()س2 − ٥س + ٧(- 2س ١
٠

س6:  

  س
٣س − ١   :7س

س س2 + ٤س + ٥ س٨:  )س + 2( ٣ 

تمارين ومسائل )٤-6(
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١٠٤

تعمل دائرة تسجيل ال�أراضي في فلسطين على تسجيل ال�أراضي باأسماء مالكيها الحقيقيين، ومن متطلبات هذا التسجيل 
معرفة مساحة كل قطعة من هذه ال�أراضي.

بعض من هذه القطع اأشكالها هندسية مستوية منتظمة كالمثلث والمستطيل وشبه المنحرف، اإضافةً اإلى ال�أشكال التي 
يمكن تركيبها من هذه ال�أشكال، وبعضها ال�آخر ذات اأشكال غير منتظمة، ل� يمكن حساب مساحتها باستخدام قوانين 

المساحات. كيف يمكن اإيجاد مساحة مثل هذه القطع؟
يجاد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى )س( ومحور السينات في فترة معينة، علماً  سنستخدم التكامل المحدود ل�إ

باأن )س( ممثل بيانياً ويقع منحناه فوق محور السينات.

تطبيقات على التكامل المحدود )اإيجاد المساحات(
Definite Integral Applications)Areas(

نشاط: 

نظرية:       
اإذا كان )س( اقترانــاً موجبــاً )فــوق محــور الســينات(، فــاإن مســاحة المنطقــة المحصــورة بيــن 

)س( س
ب


)س( ومحــور الســينات والمســتقيمين س =  ، س = ب تســاوي 

 مثال )١(: اأحسب مساحة المنطقة المحصورة بين )س( = ٤ ومحور السينات والمستقيمين س = 2، س = ٤ 

٠
٠

١

١

١-
١-

2-

2-

٣-

٣-

٥-٤- 2

2

٣

٣

٤

٤
ص

س

)س(
كما في الشكل المجاور.                                               

= ٤ × ٤ − ٤ × 2 = ٨ وحدات مربعة.  |
٤

2
٤ س = ٤س  ٤

2

الحل: 

األ�حظ اأن المنطقة المحصورة هي مستطيلة الشكل.
مساحة المستطيل = الطول × العرض = ٤ × 2 = ٨ وحدات مربعة.

 7-٤
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١٠5

  مثــال )٢(: اأحســب مســاحة المنطقــة المحصــورة بيــن المنحنــى )س( = 2س + ١ ومحــور الســينات، 
والمســتقيمين س = ٠ ، س = 2 ، األ�حــظ الشــكل المرســوم.

٠
٠

١

١

١-2-٣- 2

2

٣

٣

٤

٥
ص

س

)س(
الحل: المساحة )م( المظللة في الشكل تساوي                     

2

٠

)2س + ١( س = )س2  + س(  2
٠
م = 

= )٤ + 2( _ )٠( = ٦ وحدات مربعة

هل يمكن اإيجاد المساحة بطريقة اأخرى؟

  مثـــال )٣(: اأحســـب مســـاحة المنطقـــة المحصـــورة بيـــن )س( = س2 ومحـــور الســـينات والمســـتقيمين 
س = ٠ ، س = 2 ، األ�حـــظ الشـــكل المرســـوم.

           

س

)س(

٠

٠ ١

١

١-
١-

2-٣- 2

2

٣

٣

٤
ص الحل: المساحة )م( المظللة في الشكل تساوي                   

  
2

٠

س٣ 
٣ س 2س =  2

٠
م = 

٨ وحدة مربعة    
٣  = ٠

٣  _ ٨
٣  =

هل يمكن حساب المساحة بطريقة اأخرى؟
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١٠6

تمارين ومسائل )٤-7(

س١: اأجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى )س( = ٣، 
ومحور السينات والمستقيمين س = -١ ، س = ٣

س٢: اأجـــد مســـاحة المنطقـــة المحصـــورة بيـــن منحنـــى )س( = ٣س − 2 
ومحور الســـينات والمســـتقيمين س = ١ ، س = ٣

س٣: اأجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى )س( = س٣،
 ومحور السينات والمستقيمين س = ٠ ، س = ١

س٤: اإذا كانت مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى )س( = س 
ومحور السينات والمستقيمين س = ١، س = ٥ تساوي ٨ فما قيمة 

                        ٠ >  ،  الثابت

٣س + 9  س5: اأجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى )س( = 
ومحور السينات والمستقيمين س = صفر ، س = 9.

١- ٣

ص

س

)س(

ص

س

)س(

١

ص

س

)س(

ص

س

)س(

٣-
9

ص

س

)س(
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١٠7

جابة الصحيحة فيما ياأتي: س١: اأضع دائرةً حول رمز ال�إ
١( اإذا كان )س( = )2س + ١(س فما قيمة /)2(؟

اأ( صفر                ب( 2                     ج( ٥                 د( ٦

2( ما ال�قتران الذي يمثل اقتراناً اأصلياً للمشتقة /)س( = ٤س2 + ٦س + 2 ؟

س٣ + ٦س2 + 2س + ١ ٤
٣ س٣ + ٣س2 + 2س + ١     ب( )س( =  ٤

٣ اأ( )س( = 

س٣ + ٣س2 + 2 ٤
٣ جـ( )س( = ٨س + ٦       د( )س( = 

٣( اإذا كان /)س( س = ٣س − ٤س2 + 2، ما قيمة /)١( ؟
اأ( -٨                 ب( -٥                    ج( ١                 د( صفر

س؟ س2 ٤( ما هو س ٣

 + جـ
٨
س ٣ ٣

٨  + ج ـ        د( 
٨
٣ ٣٥  + ج ـ   ج( س س ٣

٥ ٥٣ + ج ـ   ب(   اأ( س

/)س( س = ١2، وكان )٥( = 2)2(، ما قيمة )2( ؟   ٥
2
٥( اإذا كان 

اأ( ١2                ب( ٥                    ج( ٤                 د( 2

)2س + ٣س2 + ١( س، ما قيمة هـ/)2(؟ ٣
٠
٦( اإذا كان هـ)س( = 

اأ( صفر              ب( ٣                    ج( ٨                د( ١٥   

بس = 2، ما قيمة/ قيم الثابت ب ؟ ب
١
٧( اإذا كان 

اأ( ١ ، 2             ب( ١ ، -2             ج( -١، 2            د( -١ ، -2    

ق)س(س ؟ ٥
2
ق)س(س = -2، ما قيمة  ٥

٧
٣ق)س(س = 9،  ٧

2
٨( اإذا كان 

ج( ٥        د( ١ اأ( ٧       ب( ١١  

٤ – ٨ تمارين عامة 
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١٠٨

)س2 + 2س + ١(٥ س ١
١
9( ما قيمة

 + جـ 
)س2 + 2س + ١(٦

٦ اأ( صفر         ب( )٤(٦            ج( )٤(٥               د( 

١٠( )2س + ٣(٧ س = 

 + جـ 
)2س + ٣(٨

٨ ب(  اأ( )2س+٣(٨ + جـ   

 + جـ 
)2س + ٣(٨

٤ د(   + جـ    
)2س + ٣(٨

١٦ ج( 

.)١( ٣ اأجد = )٠( ،٤س٣ + س2 − 2س = )س(/ س٢: اإذا علمت اأن 
ــا  ــة /)س( = ٣ − 2س، م ــه يعطــى بالعلاق ــد اأي نقطــة علي ــى عن ــل الممــاس لمنحن س٣: اإذا كان مي

ــى )س( يمــر بالنقطــة )١، ٦(. ــاأن منحن ــاً ب ــران )س( علم قاعــدة ال�قت

)2)س( − ٥هـ)س( +  )2س؟ ٣
١
هـ)س( س = -٤، ما قيمة ٣

١
)س( س = ٧ ،  ٣

١
س٤: اإذا كان 

)س2+ س + ٤( 2س. جد )2س + ١( ٣ س5: اأ

جد المساحة المحصورة بين منحنى )س( = س2  س6: اأ
+ ٥، ومحور السينات والمستقيمين س = ٠ ، س = 2.

قيّم ذاتي: اأكمل الجدول ال�آتي: س7: اأ
مستوى ال�نجاز مؤشر ال�داء

منخفض  متوسط مرتفع 
اأجد تكامل اقترانات غير محدودة

اأوظف قواعد التكامل في حل مسائل منتمية 
اأكامل اقترانات باستخدام التعويض

حل مشكلات وتطبيقات على التكامل المحدود

٥- ٥2

٥
٠ ٠ ١٠

١٠
ص)س(

س
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١٠٩

علانات تصميم لوحة اإعلانية مستطيلة الشكل محيطها  طلبت شركة للاتصال�ت من مكتب للاإ
٨م ومساحتها ٨م2، رفض المكتب ذلك. )لماذا؟(

المركبة  5الوحدة Complex Numbersال�أعــداد 
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نتهاء من دراسة هذه الوحدة والتفاعل مع اأنشطتها اأن يكونوا قادرين على توظيف  يتوقع من الطلبة بعد ال�إ
ال�أعداد المركبة في الحياة العمليّة من خلال ال�آتي:

التعرف اإلى مجموعة ال�أعداد المركبة.. ١

اإيجاد ناتج: الجمع، والطرح، والضرب على ال�أعداد المركبة.. 2

التعرف اإلى خصائص العمليات على ال�أعداد المركبة.. ٣

التعرف اإلى مقياس العدد المركب، ومرافقه، وخصائصهما.. ٤

اإيجاد ناتج قسمة عددين مركبين. . ٥

تمثيل العدد المركب بيانياً )بنقطة ومتجه(.. ٦

كتابة العدد المركب بالصورة القطبية.. ٧
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١١١

اأراد اأبو محمود شراء قطعة اأرض مستطيلة الشكل مساحتها )س2 − ٥س +٨(م2 واأحد اأبعادها )س + ٣(م. لم يقبل 
محمود فكرة اأبيه وقال له هذه القطعة ليست مستطيلة الشكل، كيف عرف محمود ذلك؟

درست في السنوات السابقة مجموعة ال�أعداد الطبيعية، ثم ال�أعداد الصحيحة، اإلى اأن تعرفت اأخيراً اإلى مجموعة ال�أعداد 
الحقيقية، وقد ل�حظت وجود قصور في نظام ال�أعداد الحقيقية، حيث اإننا ل� نستطيع اإيجاد حلول للمعادل�ت كافةً 
باستخدام هذا النظام، وخاصةً المعادلة التربيعية التي مميزها سالب، فمن اأجل وجود حلول للمعادلة التربيعية في نظام 

ال�أعداد الحقيقية، ل� بد اأن يكون المميز غير سالب؛ ل�أن الجذر التربيعي للعدد السالب غير معرف في هذا النظام. 

يجاد حلول  في القرن السادس عشر قام العالم كاردانو )Gerolamo Cardano( بتعريف نظام جديد في محاولته ل�إ
-١ ثم قام بتعريف نظام جديد للاأعداد اأسماه ال�أعداد  للمعادلة التربيعية بشكل عام، فقام بتعريف عدد جديد هو ت = 

المركبة )( والتي لها تطبيقات مهمة في مختلف العلوم، مثل: الهندسة، والفيزياء وغيرها...

١-5)Complex Numbers( ال�أعداد المركبة

نشاط )٢(:
ما مجموعة حل المعادلة س٣ + س = ٠  في  ؟

الحل: س٣ + س = ٠ ومنها س)س2 + ١( = ٠ وينتج اأن س = ٠، )س2 + ١( = ٠
اأكمل: س2 = .......، س = + ..... ومنها س = + ت

مجموعة الحل = } ٠ ، ..... ، ..... {

تعريف:
١- )١( العدد المركب هو مقدار جبري على الشكل ع = س + ص ت حيث س ، ص  ح، ت = 

-١ { ، ويرمز لها بالرمز  .ويسمى س الجزء الحقيقي  للعدد المركب، ويسمى ص الجزء التخيلي له. )2( مجموعة ال�أعداد المركبة = } س + ص ت، س، ص  ح، ت = 

نشاط )١(: 

  مثال )١(: جد الجزء الحقيقي، والجزء التخيلي لكل من:
2 ت + 

٤
١( ع = ٤ − ت                             2( ع = 

الحل: ١( الجزء الحقيقي للعدد ع = ٤ − ت هو ٤ ، بينما الجزء التخيلي هو -١ 
 ١
٤ بينما الجزء التخيلي هو  2

٤
2 هو  ت + 

٤
2( الجزء الحقيقي للعدد ع = 
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١١٢

اأكمل الجدول ال�آتي:

الجزء التخيليالجزء الحقيقيالعدد المركب
 ١
2٠

2ت

2 − ٣ت 
2١

١2-
٣٣ + ت

ملاحظة: 
يكون العدد المركب ع = س + ص ت

عدداً حقيقياً اإذا كانت ص = ٠  »
عدداً تخيلياً اإذا كانت س = ٠     »
صفراً اإذا كانت س = ٠ ، ص = ٠ »

نشاط )٣(:

نشاط )٤(:

اأناقش: اأيهما كانت اإجابته صحيحة؟

9-  × ٤- اأوجد كل من اأشرف وخالد قيمة المقدار 
كانت اإجابة اأشرف كما يلي:

 9-  × ٤-

9- × ٤-  =

 ٣٦  =

٦ =

اأما اإجابة خالد فكانت كما يلي:
9-  × ٤-

١- × 9  × ٤ × -١  =

١-  × 9  × ١-  × ٤  =

= 2ت × ٣ت 

= ٦ت2  = -٦ 
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١١٣

ملاحظة: 
س × ص   ص س ×   اإذا كان س ، ص  ح- فاإن 

 ١- = 2) ١- ( = ١-  × ١- -١ ومنها ت2 = ت × ت =  تعلم من التعريف اأن ت = 
وكذلك فاإن )ت(٣ = -ت ، ت٤ = ١ ........   )لماذا؟(  

 ٤ <  على٤ ، ٠  هي باقي قسمة  حيث ت = ص+ فاإن ت   وبشكل عام اإذا كانت

 ١
ت22   مثال )٢(: اأجد قيمة )اأ( ت99 ، )ب( 

الحل: اأ( ل�حظ اأن باقي قسمة 99 على ٤ يساوي ٣، ومنها فاإن ت99 = ت٣ = -ت
١  = -١       )لماذا؟(

ت2  =  ١
ت22        ب( 

  مثال )٣(: اأجد قيمة ١ + ت + ت2 + ت٣.
الحل: ١ + ت + ت2 + ت٣ 

        = ١ + ت + -١ + -ت = ٠
طريقة اأخرى للحل: باستخدام التحليل للعوامل:

)١ + ت + ت2 + ت٣( 
= )١ + ت( + ت2 )١ + ت( 

= )١ + ت( )١ + ت2( = ٠                                  )لماذا؟(
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تمارين ومسائل )5-١(  

س١: اكتب ما يلي على الصورة س + ص ت:
2-  × ٨- -9                 ج(   + ٤- -2                    ب(  اأ( 2 + 

حدد الجزء الحقيقي، والجزء التخيلي لكل مما ياأتي: س٢: اأ
       ١- -9                            ج( ١ −  ت − ٣                  ب(   2

٥ اأ( 

 ١
٣ 9×-٤           هـ( -2ت                       و(  د( 

بيّن اأن )١ + ت − ت2(٣)١ − ت − ت2(٣ = ١2٥  س٣: اأ

س٤: اكتب كلاً مما ياأتي باأبسط صورة:  
ت١2٧   ١                             ج( ت2٧ + 

ت٦٥ اأ( ت٤٣                            ب( 

١ + 2ت2 + ت٣ + 2ت  = -١
ت٣ + ت٤ س5: اأثبت اأن 
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يستخدم الفيزيائيون ال�أعداد المركبة في الدارات الكهربائية ذات التيار المتردد لحساب الجهد حيث اأن:
فرق الجهد يعرف بالقانون جـ =  ت ، حيث م هي المقاومة، ت هي شدة التيار.

آتية: ما فرق الجهد في دائرة كهربائية ذات تيار متردد في الحال�ت ال�
اأ( شدة التيار = ٣ اأمبير ، المقاومة = ٧ اأوم.

ب( شدة التيار = 2 + 2ت اأمبير، المقاومة = 9 − ٣ت اأوم.
اأ( جـ =  ت

 ٧ × ٣ =      
      = 2١ فولت.

ب( جـ = ) 9 − ٣ت( × )2 + 2ت(  
....................... =        

نه يمكن تعريف الجمع والضرب على ال�أعداد  بما اأن العدد المركب هو مقدار جبري يُكتب على الصورة س + ص ت فاإ
المركبة، من خلال عملية جمع وضرب مقدارين جبريين، ويكون لهما نفس خصائص عمليتي الجمع  والضرب للمقادير 

الجبرية، مع مراعاة خصائص قوى ت.
تساوي عددين مركبين:

العمليات على ال�أعداد المركبة:5-٢ 
 Operations on Complex numbers

تعريف: 
يتساوى العددان المركبان ع١ = س١ + ص١ت ، ع2 = س2 + ص2ت اإذا وفقط اإذا كان لهما الجزء الحقيقي 

نفسه، والجزء التخيلي نفسه، اأي اأن س١ = س2 ، ص١ = ص2

  مثال )١(: اإذا كان 2س + ٣ت = )ص + س( + ص ت، اأجد كلاً من س،ص في ح
الحل: بما اأن العددين متساويان، فاإن: 2س = س + ص ــــــــــــــــــ )١(
          ٣ = ص ـــــــــــــــــــــــــــــــ )2(

          بالتعويض في ١ ينتج اأن س = ٣

جمع ال�أعداد المركبة، وطرحها:

اإذا كان ع١ = س١ + ص١ت ، ع2 = س2 + ص2ت فاإن ع١ + ع2 = )س١ + س2( + )ص١ + ص2( ت

تعريف: 

نشاط )١(:
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  مثال )٣(: اإذا كان ع١ = ٣ − ت، ع2 = ١ + 2ت، ع٣ = -٥ت، اأجد: اأ( )ع١ − ع2( 
       ب( )ع١ + ع2( − ع٣

الحل: اأ( ع١ − ع2 =  )٣ − ت( − )١ + 2ت( 
          = )٣ − ١( + )-١ − 2( ت 

          = 2 − ٣ت

       ب( )ع١ + ع2( − ع٣
           = )) ٣ − ت( + ) ١ + 2ت(( − )-٥ت(

           = ٤ + ٦ت 

خصائص عملية الجمع على ال�أعداد المركبة:
  2فاإن ع١ + ع    2ع١ ، ع  ١( عملية الجمع على ال�أعداد المركبة عملية مغلقة اأي اأنه

2( عملية الجمع على ال�أعداد المركبة عملية تجميعية
    اأي اأنه  ع١ ، ع2، ع٣  فاإن )ع١ + ع2( + ع٣ = ع١ + )ع2 + ع٣( 

٣( يوجد عنصر محايد بالنسبة لعملية الجمع على ال�أعداد المركبة هو الصفر 
    اإذا كان ع   ، فاإن ٠ + ع = ع + ٠ = ع .

   فاإن -ع   ٤( يوجد لكل عنصر نظير جمعي: اإذا كان ع
    فاإن ع + )-ع( = )-ع( + ع = ٠ ويسمى -ع النظير الجمعي للعدد ع.

٥( عملية الجمع عملية تبديلية:   ع١ ، ع  2 ، فاإن ع١ + ع2 = ع2 + ع١

تعريف: 

اإذا كان ع١ = س١ + ص١ت ، ع2 = س2 + ص2ت فاإن ع١ ع2 = )س١ س2 − ص١ ص2( + )س١ ص2 + س2 ص١(ت

ضرب ال�أعداد المركبة: 

  مثال )٢(: اأجد ناتج )2 − ٣ت( + )٣ − ٤ت(
الحل: )2 − ٣ت( + )٣ − ٤ت( 

        = )2 + ٣( + ت)-٣ − ٤( 
        = ٥ − ٧ت 
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  مثال )٤(: اأجد ناتج اأ( )٣ + ت()2 − ٥ت(           ب( ت)ت + ٥()٣ − ت٥(
الحل: اأ( )٣ + ت() 2 − ٥ت(

          = )٣ × 2 − ١ × -٥( + ) ٣ × -٥ + ١ × 2(ت 
          = ١١ − ١٣ت            )من تعريف عملية الضرب(

       ب( ت)ت + ٥()٣ − ت٥(
            )-١ + ٥ت()٣ − ت( 

            =  2 + ١٦ت            )لماذا؟(

نتيجة: اإذا كانت جـ  ح فاإن جـ ) س + ص ت( = جـ س + جـ ص ت 

  مثال )٥(: ليكن ع١ = ٣ + ٥ت ، ع2 = ٦ − ٥ت فاأجد قيمة كل مما ياأتي:
       اأ( ٥ع١          ب( ٣ع2 + ٥ع١ − 2ت      ج(  حيث ٤ − ت ع١ = )ت − ٣(، حيث   ح

الحل: اأ( ٥ع١ = ٥)٣ + ٥ت( 
               = ١٥ + 2٥ت 

       ب( ٣ع2 + ٥ع١ − 2ت 
            = ٣)٦ − ٥ت( + ٥)٣ + ٥ت( − 2ت 

            = ٣٣ + ٨ت
         ج( ٤ − ت ع١ = )ت − ٣( 

             ٤ − ت ع١ = ٤ − ت)٣ + ٥ت( 
                         = ٤ − ٣ت − ٥ت2 

                         = ٤ − ٣ت + ٥ = 9 − ٣ت  
        اأي اأن 9 − ٣ت = )ت − ٣(

              -٣ت +  = 9)ت − ٣(

             -٣)ت − ٣( = )ت − ٣(

٣- =  ومنها                  
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خصائص عملية الضرب على ال�أعداد المركبة:
 2فاإن ع١ × ع   2ع١ ، ع :١( عملية الضرب مغلقة

2( عملية الضرب تجميعية: ع١ ، ع2، ع ٣  فاإن )ع١ × ع2( × ع٣ = ع١ × )ع2 × ع٣(
   ع  ٣( العنصر المحايد لعملية الضرب: العدد ١ هو العنصر المحايد لعملية الضرب حيث

   فاإن ١ × ع = ع × ١ = ع
   ١  = ١

ع ١  × ع = ع × 
ع   بحيث   ١

ع ٤( النظير الضربي: ع   ، ع  ٠  يوجد 
١  النظير الضربي للعدد ع ونرمز له بالرمز ع-١

ع     ويسمى

٥( عملية الضرب تبديلية: ع١ ، ع 2 فاإن ع١ × ع2 = ع2 × ع١

نشاط )١(: 
اأجد النظير الضربي ع-١ للعدد المركب ع = ٣ + ٤ت

الحل: باستخدام التعريف نفرض ع-١ = س + ص ت فيكون ع-١  × ع = ١
اأي اأن )س + ص ت()٣ + ٤ت( = ١ 

ومنها ٣س − ٤ص = ١ ، ٤س + ٣ص = ............
وبحل المعادلتين، ينتج اأن ص = ......... س = .........، 

ومنها النظير الضربي ع-١ .................

 ت
-ص

س2 + ص2 س  + 
س2 + ص2

 النظير الضربي للعدد المركب )س + ص ت( هو 

ت 2   مثال )6(: جد النظير الضربي للعدد ع = ١ + 2
2 ، وينتج اأن: الحل: باستخدام القاعدة السابقة، حيث س = ١ ، ص = 2

 ت 
-ص

س2 + ص2 س  + 
س2 + ص2

  ع-١ =  

)تحقق من ذلك( 2  ت    2
9 −  ١

9 =

ملاحظة:
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س١: اأكتب كلاً مما ياأتي على الصورة  + ب ت
       اأ( ٤)2 + ٤ت( + ٥)٣ − 2ت(

       ب( ) ٣ + ٤ت()٣ − ٥ت(
       ج( ) ٣ + ٤ت(٣

       د( ٤ت)١ − ٥ت(2
       هـ( ) ١ − ت(٦  

 س٢: اإذا كانت س =  + ب ت ، فما قيم س التي تحقق المعادلة س + 2 س ت = -٥)س − ٤ت(

س٣: اأجد قيم س،ص  ح والتي تحقق المعادلة س − ص − 2 = ص2 ت − س ت

س٤: اأبيّن اأن ع = ت تحقق المعادلة ع٥ + ع2 = ع − ١ .

س5: اأبيّن اأن ع = -١ + ت تحقق المعادلة ع2 + 2ع + 2 = ٠

١ + ٣ت  اأجد قيمة الثابت  حيث   ح.  ت  = 
س6: اإذا كان ت + ٣

س7: اأجد ع-١ لكل مما ياأتي، واكتبه على الصورة  + ب ت:
ت                        ج( )١ + ت(١٣

١2ت                   ب( ت − ٣ اأ( 2 + 

س٨: اأحل النظام ال�آتي: 
ت ٨ حيث ع١ ، ع  2ع١ + ٣ع2 = - 

٥٠ ت   2ع١ − ٣ع2 = 

تمارين ومسائل )5-٢( 
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١٢٠

١٤  . وعندما راآها 
 2 − ٥

(سم،  ٥ ألوان الزيتية اأبعادها )2٨ + ١٤ رسم محمد لوحة مستطيلة الشكل مستخدماً ال�
معلم الرياضيات قال اأنها مربعة الشكل. ما راأيك؟

 ١
2 اأنطق المقام للمقدار  ١ − 

2 هو١ +  2 الحل: تعلم اأن مرافق العدد ١ − 
نطاق المقام، نضرب كلاً من البسط والمقام بمرافق المقام ول�إ

2  = ................... )اأكمل(   + ١
2  + ١  × ١

2  − ١  = ١
2 اأي اأن ١ − 

علـــى 
ع١ 
ع2 ـــة اإنطـــاق المقـــام، وذلـــك بكتابة أعـــداد المركبـــة مشـــابهة اإلـــى حـــد كبيـــر لعملي تعتبـــر عمليـــة القســـمة فـــي ال�

الصـــورة ع = س + ص ت 

 ٣-5      Division Of Complex Numbers :قسمة ال�أعداد المركبة

نشاط )١(: 

تعريف: 
اإذا كان ع = س + ص ت 

مقياس العدد المركب ع )القيمة المطلقة( ويرمز له |ع|  س2 + ص2 ١( نسمي المقدار 

س2 + ص2      اأي اأن |ع| = 

2( ونسمي العدد س − ص ت مرافق )conjugate( العدد المركب ع = س + ص ت ويرمز له ع 

    اأي اأن ع  = س − ص ت 

  مثال )١(: اإذا كان ع = ٣ + ٤ت اأجد: 
      اأ( ع                ب( |ع |                ج( | ع  |

الحل: اأ( ع  = ٣ − ٤ت

٥ = 2٤ + 2٣        ب( |ع | = |٣ + ٤ت| = 

2٣ + 2٤ = ٥     ماذا تلاحظ؟        ج( | ع  | = |٣ − ٤ت| = 
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اإذا كان ع١ = 2 + ت، ع2 = ١ − ٣ت فاإن:
٥ ١( |ع١| = 

2( |ع2| = ............
٣( |ع١ ع2| = .........       ماذا تلاحظ؟

٥ ٤( |-2ع١| = 2
٥( -2|ع١| = .........       ماذا تلاحظ؟

نشاط )٢(: 

نشاط )٣(:
اأكمل ما ياأتي: 

١( ١ + ت = ........
2( ١ − ت = ١ + ت

٣( ٥ = ٥
.......... = ٤( -٣
٥( ت = ..........

ت = .......... 2 ٦( 2ت + 

خصائص المقياس، والعدد المرافق:
اإذا كان ع   فاإن:

( = ع ع ( )١
2( ع ع = ع ع = |ع|2

٣( |ع| = |ع|
٤( |جـ ع| = |جـ| |ع|  ،  جـ  ح

٥( اإذا كان ع =  + ب ت فاإن ع + ع = 2 ، ع − ع = 2ب ت
٦( اإذا كان ع١ ، ع  2 ، فاإن |ع١ع2| = |ع١| |ع2|

|ع١|
|ع2| ع١ = 

ع2 | | ٧( اإذا كان ع١ ، ع  2 ، ع 2 ٠ فاإن 
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اأكمل الجدول ال�آتي:
النظير الضربي ع-١المقياس |ع|المرافق عالعدد المركب ع

٥ت + 2
− ت + ت٣ ٣

ت2ت
 
١-
2

نشاط )٤(:

ع
|ع|2  = 

ع
١ = ع ع

ع  اإذا كان ع  ٠ فاإن ع-١ = 

تعريف:
ع١ع2
|ع2|2

ع١ع2 = 
ع2ع2

ع١ = 
ع2

اإذا كان ع١ ، ع  2 ، ع 2 ٠ فاإن ع١  ع2 = 

ملاحظة:

2 − ٣ت  على الصورة س + ص ت:
٣ + ٤ت   مثال )٢(: اكتب المقدار  

الحل: اأول�ً: باستخدام الضرب بالمرافق:
)٦ − ٨ت − 9ت − ١2(

)١٦ + 9( )2 − ٣ت()٣ − ٤ت(  = 
)٣ + ٤ت()٣ − ٤ت( 2 − ٣ت  = 

٣ + ٤ت

-١٧ ت
2٥  +  ٦

-

-٦ − ١٧ت  = 2٥
2٥

ثانياً: باستخدام النظير الضربي:
٤ ت 

2٥  − ٣
2٥

النظير الضربي للعدد هو ٣ + ٤ت هو 

٤ ت(      )ماذا تلاحظ؟(
2٣ − ٥

2٥
2 − ٣ت  = )2 − ٣ت()

٣ + ٤ت اإذن: 

-١٧ت
2٥  + ٦-

2٥  =                  
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Cartesian and Polar Representation التمثيل البياني والتمثيل القطبي للاأعداد المركبة
اأول�ً: التمثيل البياني للاأعداد المركبة:

يمكــن تمثيــل العــدد المركــب ع = س + ص ت بيانيــاً فــي المســتوى الديكارتــي بالنقطــة، )ب ، جـــ(، فالعــدد المركــب 
) ٣ + ت( يمثــل بالنقطــة )١،٣( فــي المســتوى كمــا فــي الشــكل المجــاور.       

حداثي بالمستوى المركب )مستوى اأرجاند(. يسمى هذا المستوى ال�إ

118 
 

 التمثيل البياني والتمثيل القطبي للأعداد المركبة
 التمثيل البياني للأعداد المركبة: أولاً 

    يمكن تمثيل العدد المركب   الديكارتي المستوى في بيانياً
بالنقطة، أو الزوج المرتب  وبالتالي يمكن تمثيمو بالمتجو القياسي الذي

يبدأ من نقطة الأصل،  وينتيي  بالنقطة    ت 3،  فالعدد المركب
يمثل بالنقطة   في المستوى أو بالمتجو القياسي الذي بدايتو 

 ونيايتو 
كما في الشكل المجاور

مستوى أرجاند بالمستوى المركب  يسمى  ىذا المستوى الإحداثي 
ماذا يمثل كل من المحور الأفقي والمحور الرأسي؟فكر، وناقش

المركبة3مثال  الأعداد مستوى عمى الآتية الأعداد من كلًا بيانياً مثّل
    ،   4ت   ،   23ت   ،   2 

الحل

 التمثيل القطبيملأعداد المركبة: ثانياً 
كما أشرنا أعلاه، بأنو يمكن تمثيل العدد المركب  المركبة الأعداد مستوى في بيانياً

بالنقطة، أو الزوج المرتب قياسيبدايتو بمتجو تمثيمو يمكن مرتب، زوج كل أن أيضاً وتتذكر
النقطة  ونيايتو النقطة    مع  الاتجاه  يصنع زاوية 

 السعة  وتسمى  الزاوية المحور الأفقيالموجب لمحور السينات 

اأفكر، واأناقش: ماذا يمثل كل من المحور ال�أفقي والمحور الراأسي في المستوى المركب؟

آتية بنقطة في المستوى المركب:     مثال )٣(: اأمثلّ بيانياً كلاً من ال�أعداد ال�
 ١ 

٤ - -2ت ، 2 + ٣ت ، ٤ ، 
الحل: 
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 التمثيل البياني والتمثيل القطبي للأعداد المركبة
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 ونيايتو 
كما في الشكل المجاور

مستوى أرجاند بالمستوى المركب  يسمى  ىذا المستوى الإحداثي 
ماذا يمثل كل من المحور الأفقي والمحور الرأسي؟فكر، وناقش

المركبة3مثال  الأعداد مستوى عمى الآتية الأعداد من كلًا بيانياً مثّل
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ثانياً: التمثيل القطبي للاأعداد المركبة
كما اأشرنا اأعلاه، باأنه يمكن تمثيل العدد المركب ع = س + ص ت  بيانياً في 
مستوى ال�أعداد المركبة  بالنقطة، اأو الزوج المرتب ) س،ص( وتتذكر اأيضاً اأن 
كل زوج مرتب، يمكن تمثيله بمتجه قياسي بدايته النقطة )٠،٠( ونهايته النقطة 
)س،ص( ويصنع زاوية قياسها هـ مع ال�تجاه الموجب لمحور السينات )المحور 

 ، ٠ هـ > 2 كما في الشكل ويكون 
ص
س ال�أفقي(  وتسمى هـ السعة ال�أساسية للعدد المركب، حيث ظاهـ = 

. س2 + ص2 طول المتجه =  ، ويساوي مقياس العدد المركب ع = س + ص ت حيث  = |ع| = 
نلاحظ من الشكل اأعلاه اأن س = هـ ، ص = هـ وبذلك فاإن العدد ع = س + ص ت يمكن كتابته على الصورة   

ع = (هـ + تهـ( ويسمى هذا التمثيل بالتمثيل القطبي للعدد المركب.
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١٢٤

ت بالصورة القطبية.  ٣   مثال )٤(: اكتب العدد ع = ١ + 

 ، ٣ ١ ومنها هـ = 
2 س = 

2 ٣ ، هـ = 
ص =  2

2 ( ، 2 =  2هـ =  ٣ ( + 2١ الحل: = |ع| = 

.) ٣  ت + ٣  (2 = الصورة القطبية للعدد ع

( من الصورة القطبية اإلى الصورة  + ب ت ٤  ت + ٤  ( 2   مثال )5(: اأحوّل العدد المركب ع = 

( = ١ + ت ت
2

+ ١
2

( 2  = ) ٤  ت + ٤  ( 2 الحل: ع =  

تعريف:

 الصورة القطبية للعدد المركب:
الصورة القطبية للعدد المركب ع = س + ص ت ، ع  ٠ هو ع = (هـ + تهـ( 

 
ص
س ، ظاهـ =  س2 + ص2 حيث  = |ع| = 

نشاط )5(:

اإذا كان ع = ٤ – ٣ت ، فاإن ع = .............

اأمثلّ  كلاً من ع ، ع هندسياً في المستوى المركب، ماذا تلاحظ؟
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١٢5

تمارين ومسائل )5-٣( 

| ٤- س١: اأجد | ١ + 

س٢: اإذا كان ع١ = ١ + ت، ع2 = ١ − ت اأجد ما يلي:
|                 د( | 2ع١ ع2 |  ع2

ع١
ع١ ع١ |            ج( |

١
2 اأ(  | -٣ع١ |                ب( | 

-٤ ت ، اأجد:
٥  + ٣

٥ س٣: اإذا كان ع = 

 | 
ع
٥ اأ( )ع(-١                                 ب( )٣ع(-١                                 ج(| )ع(-١|                 د( | 

آتية على صورة  + ب ت س٤: اكتب المقادير ال�
2 + ٣ت
2 − ٣ت  + ٣ + ٤ت

٣ − ٥ت ت                             ب(  2  + ١-
2 + ت اأ(  

  س5: اأثبت اأن | ع − ١ | = | ع − ١ |  حيث  ع

آتية في المستوى المركب: س6: مثلّ ال�أعداد ال�
١

ت٦٥ -9                  د(   + ٤- -2                   ج(  اأ( ت٤٣                ب( 2 + 

س7: اإذا كان ع2 = )ع(2 فاأثبت اأن ع اإمّا اأن تكون عدداً حقيقياً، اأو اأنها عدد تخيلي.

س٨: اأكتب ما ياأتي على الصورة القطبية ع = ( هـ + تهـ(:
٣ ت  + ١-

 2 -١                  ج( ع = 
2

اأ( ع = -١ + ت          ب( ع = 

س٩: اكتب ما ياأتي على الصورة  + ب ت: 

   )-٦  ت + -٦  (ع = ٣ )ب                        )٣
٤  ت + ٣

٤  (ع = ٧ )اأ

٣ (                       د( | ع | = ٣ ، هـ =  ٤  ت − ٤  (2 = ع )ج
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١٢6

   
تمارين عامة: 

جابة الصحيحة لكل مما ياأتي: س١: اختر رمز ال�إ
١( ما قيمة )ت(٥٧؟

    اأ( ١                         ب( -١                  ج( ت                     د( -ت

ت( ؟      2 − ت( − ت )١ −  2 2( ما قيمة )

   اأ( -2                         ب( 2ت                ج( -2ت                  د( ت

٤ + ت ؟
٣( ما قيمة 2 − ٣ت

٥ + ١٤ت
١٣ -٥ − ١٤ت         د( 

٥ -٥ − ١٤ت           ج( 
٣ ٥ − ١٤ت          ب( 

١٣     اأ( 

2 − ت ؟
٥ت ١ + 2ت + 

٤( ما قيمة ٣ − ٤ت

2
٥ -2 − 2ت         د( 

٥
-2ت                ج( 

٥
-2            ب( 

٥    اأ( 

٥( ما قيمة ع + ت ؟

    اأ( ع + ت                ب( ع − ت                ج( -ع + ت            د( -ع − ت

٦( ما الصورة القطبية للعدد ع = 2 + 2ت ؟

)

٤  ت + ٤  ( 2 (                     ب( 2 ٤  ت − ٤  ( 2    اأ( 2

)

٤  ت + ٤  -( 2 (            د( 2 ٤  ت − ٤  -( 2    ج( 2

٧( ما سعة العدد المركب ) 2 + 2ت(2 ؟

 2                   د( 
٤

                     ج( 
٣

    اأ( ٠                      ب( 
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١٢7

س٢:  اإذا كان ع١ = ١ + 2ت، ع2 = 2 − ت ، جد ناتج ما يلي:
اأ( |ع١|                ب( |ع2|          ج( |ع١ + ع2|          د( |ع١| + |ع2|      )ماذا تلاحظ؟(

س٣: جد س،ص ح بحيث س2 + س + )ص − ١(ت = -ت س2.

١١ت − 2
١ + 2ت  =  ، )٥ )٣ − ت

٣ + ت س٤: اإذا كان ل = 
2 + 2ثم جد قيمة ل ،  ل ،  + مترافقان.            ب( احسب ل  ، اأ( بيّن اأن ل

.
 ٧

− ت ٣
٣ ت  + ١

س5: احسب قيمة 

س6: اأقيّم ذاتي: اأكمل الجدول ال�آتي:
مستوى ال�نجاز مؤشر ال�داء

منخفض  متوسط مرتفع 

اجري عمليات حسابية على ال�عداد المركبة 

احل المعادل�ت واجد الجذور للاعداد المركبة 

انحرى دقة ومعقولية الحل 

. https://www.wepal.net
www.wepal.net | RESOURCE #109932 | TRACK fb72f7d7854ba9be



١٢٨

س١: -١,٥ ، -٠,٥ ، ٠,٥ ، ١,٥ ، صفر
س٢:  في اللغة العربية

س٣ : 2٣م  ، ١١,٦م 
١ =  ، س٤: ٠,٣

س5: -١  

حصاء( حلول الوحدة ال�أولى )ال�إ
حلول تمارين ومسائل )١-٢(  حلول تمارين ومسائل )١-١( 

س١ :اأ( ٠,9١٦2         ب( ٠,١٨٤١        ج( ٠,٨٦٦٤
س٢: اأ( ١,٠٦            ب( -٠,٧٥           ج( ٠,٨٤ 

س٣ : ٠,٨٦٦٤ ،  ٤٣٣ 
س٤: اأ( ٦٦,٧٨%        ب( ٤٠ 

س5: ٨١9 موظفاً 

حلول تمارين عامة )١-٣(

س١:            

س٢: ٥9 ، ٦ 
س٣: اأ( ٠,٨٤١٣             ب( ٠,٦٦٨٧ 

س٤: اأ( ١٣٦٥2              ب( ٤٥٦                  جـ( ٨١,٨٥%
س5: اأ( 9                    ب( 2٧٣ 

١2٣٤٥٦٧٨الفرع
جابة  اأدبباأدجـجـال�إ

حلول الوحدة الثانية )النهايات(
حلول تمارين ومسائل )٢–١(

س١: اأ(2       ب( 2        ج( ٣       د( غير موجودة        
       هـ( ١     و ( 2        ز ( ١       ح( غير موجودة
س٢: اأ( ٣      ب( ٣        ج( ١       د( غير موجودة 

حلول تمارين ومسائل )٢–٢(

-١٠          ج( -٧ 
١١ س١: اأ(٥           ب( 

٥ ٣            ج( 2
2

١2       ب( 
٨ س٢: اأ( 

س٣: ٤
2
٦ س٤: 

حلول تمارين ومسائل )٢–٣(

س١: -٣  ، -١  ،  -2
س٢: ٨

س٣: -٨
س٤: ٤

س5: 2   ،  ٣  ،  ١9 

حلول تمارين ومسائل )٢–٤(

ب( صفر          ج( ٣   - )س١: اأ
س٢: 2

٧-
س٣:  2

 )س٤: اأ( ٣      ب
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١٢٩

حلول الوحدة الثالثة )التفاضل(

١2٣٤٥٦٧٨9الفقرة
جابة اأداأباأاأبجـدال�إ

حلول تمارين ومسائل )٢–5(

)2(2)2)س٤ ١٤)س(غير موجودة ،  س  س١:  س 

س٢: اأ( متصل          ب( غير متصل 
س٣: متصل
٣ =  :س٤

حلول تمارين ومسائل )٢–6(

س١: 

١
٤ -١    ج( 2٧    د( 

٧
س٢: اأ( -2      ب(  

س٣: ١
س٤: متصل عند س = 2

س5: -2
س6: غير متصل عند س = ٣

س7: اأ( ١  ب( ٥  ج( غير موجودة   د( غير متصل عند س =  ٠

حلول تمارين ومسائل )٣-١(

س١:  اأ(   = ١,٨ ، 9        ب(  = -٦ ،-٣٠
١                     ب( ٨

٣ س٢:  اأ( 
س٣:  ١

س٤:  اأ(  ٣9                 ب( ٤٥

حلول تمارين ومسائل )٣-٢(

س١:  اأ( 2             ب( -١         جـ( ١
س٢:  اأ(  ٨          ب( ٤        جـ( -٨

س٣:  -2 
   ٧

٤ س٤: 

حلول تمارين ومسائل )٣-٣(

س١: ١١
2-

س٣
س٢: اأ( صفر    ب( ٥ + ٦س     جـ( 

٤٤
٣ س٣: اأ( -١   ب( 

س٤: ٥

حلول تمارين ومسائل )٣-٤(
٣
١٦ س١: اأ( -٨س٣ - ١٥س2 + ٦        ب( 

س٢: ٥  
س٣: ١٠

 ٥-
٨١

س٤: 

س5: 2٥

حلول تمارين ومسائل )٣-5(
س١: -١٠

س٢: ص – س – ١ = صفر
)
١١
٤

 ، ٣
2

س٣: ) 
س٤: ص – ٣س – ٧ = ٠  

س5: ٣

حلول تمارين ومسائل )٣-6(
س١: 2س + 2
س٢: ٨س – ٤

س٣: ٨س + 2  
س٤: 9٦
س5: ١2

س6: -٦ ، ٥
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١٣٠

حلول تمارين ومسائل )٣-7(
س١: اأ( )١( = 2 قيمة عظمى محلية    

ب( )-2( = ١٦ قيمة عظمى محلية، )2( = -١٦ قيمة صغرى محلية
جـ( )-١( = ٤ قيمة عظمى محلية، )١( = ٠ قيمة صغرى محلية

          د( )٥( = ٣٠ قيمة عظمى محلية  
س٢: ب = -٤

س٣:  /)س( موجبة لكل س  ح*. 
س٤: عند )س= -2( يوجد قيمة عظمى محلية، عند )س= 2( يوجد   

        قيمة صغرى محلية.

حلول تمارين ومسائل )٣-٨(

س١: 2٥م٢       
س٢: ١٠ ، ١٠                                            

س٣: ١٥٠ م ، ١٥٠ م
س٤: 2 ، ١2

س5: ١٠

حلول تمارين عامة )٣–٩(
س١:

س٢: ٣٦
س٣: ٤
س٤: ٦

س5: 29
س6: ٣٣

س7: ١٣ص + س – ٤٠ = ٠
١
2  =   :س٨

س٩: )-2( = ١١ قيمة عظمى محلية، )٠( = ٧ قيمة صغرى محلية.
س١٠: ١٠ ، ١٠

١2٣٤٥٦٧٨9١٠الفقرة
جابة جـبجـداأدبجـباأال�إ

حلول الوحدة الرابعة )التكامل(
حلول تمارين ومسائل )٤–١(

س١: 

س٢: 

س2 + ٣ 
س + ١ س٣: /)س(  =  

ال�قتران ال�أصلي )س( + جـالمشتقة /)س( 
 س٤ +جـ ٤س١٣-
 س٤ + س٣ + 2س + جـ ٤س٣ + ٣س2 + 22-
 س2 + س + جـ 2س + ٣١-
 )٤س٣ + ٣( س ٤س٣ + ٤٣-

وهدجـباأالعبارة
جابة ال�إ

حلول تمارين ومسائل )٤–٢(

+ جـ     
س٥2
2 س + جـ   ب(  + جـ        جـ( 

2
٣

س١: اأ( 
       

 + س + ج ـ   و( 2س + جـ
2
س

 + 
٧س٤
٤

+ ٣س + جـ   هـ( 
2س٣
٣

د(

− ١٥ص + جـ
ص2
2 +

2ص٣
٣

س٢:

− ٣ل + جـ
ل2
2 س٣:

 س2 + ٤س + جـ
٥
2

 +
٥س2
٣

−
٣س٤
٤ +

2س٥
٥ س٤:

س5: ٣س٣ + ٥س2 − 2س + ٤   
س6: )2س + 2()س2+2س(٥     
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حلول تمارين ومسائل )٤-٣(

س١: )س( = ٥س – ٧

+ ٣س – ١
س2
2 س٢: )س( =

س٣:  22
س٤: ص + س + ١ = ٠

حلول تمارين ومسائل )٤-٤(
٤٥
٤

2        د( 
9

س١:  اأ( ١٨      ب( 2      جـ( 
س٢: ب = ±٤

2- ، ٥ =  :س٣
 ١٤

٣ س٤: 

 = صفر
ص
س  = ٤س٣ + 2س – ٥    ب( 

ص
س س5: اأ( 

حلول تمارين ومسائل )٤-5( 

س١:  صفر 

-١٥     جـ( -٤
2 -٧       ب(

2 س٢:  اأ( 
١٥-
2 س٣: اأ(   -٦        ب( -٥        جـ(

س٤: -2٧

حلول تمارين ومسائل )٤-6(

+ جـ          -)2 – ٣س(٤ 
١2 س١:

-٣  + جـ                       
٤)س – ١(٤  س٢: 

 + جـ                        
)س + ب(٥

٥ س٣: 

 + جـ                              
٥
)س٣ + ١(

١٥
س٤: 

                             ١٣
٣ س5:

                        ٤-
2١

س6:

+ جـ        
32 2)٣س – ١(

 9
س7: 

+ جـ                     
43 ٣)س2 + ٤س + ٥(

 ٨
س٨: 

حلول تمارين ومسائل )٤-7(

س١: ١2 وحدة مساحة.
س٢: ٨ وحدات مساحة.  

وحدة مساحة. ١
٤
س٣:

     2
٣

 =  :س٤
س5: ٤2 وحدة مساحة   

حلول تمارين عامة )٤-٨(

س١:

س٣: )س( = ٣س – س2 + ٤
                                                         

 ١٠
٣
س٢:

 + جـ
٥
٣ ٣)س2 + س + ٤(

 ٥
س٤: ٣٨                                                            س5: 

وحدة مساحة. ٣٨
٣
 س6:

١2٣٤٥٦٧٨9١٠الفقرة
جابة جاأدجاأاأدباأجال�إ
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حلول الوحدة الخامسة )ال�أعداد المركبة(
حلول تمارين ومسائل )5-١(

ت2  ب( ٠ + ٥ت    جـ( -٤ + ٠ت س١: اأ( 2 + 

١ ، ٠
٣

2       ب( . ، ٣        جـ( ١ ، -١            د( . ، ٦          هـ( ٠ ، -2        و( 
٥

س٢: اأ( -٣ ، 

س٣: ) ٤ – ت2(٣ = ١2٥ المقدار
س٤: اأ( -ت            ب( -ت           جـ( صفر

-١ + ت = -١
-ت + ١ س5: المقدار = 

حلول تمارين ومسائل )5-٢(

س١: اأ( 2٣ + ٦ت       ب( 29 – ٣ت     جـ( -١١٧ + ٤٤ت        د( ٤٠ – 9٦ت        هـ( ٨ت          

س٢: س = ١ + ٣ت

س٣: )ص = 2 ، س = ٤( ، )ص = -١ ، س = ١(

س٤: الطرف ال�أيمن = الطرف ال�أيسر = ت – ١

س5: الطرف ال�أيمن = الطرف ال�أيسر = صفر

١٠ =  :6س

ت ١
١2٨

 + ١-
١2٨

٣ ت   ب( ١ + ٣ت   جـ( 
٨  – ١

٨
س7: اأ( 

2   ت   - = 2 ، 2 ت  = ١ :س٨
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٥ س١: 
١٨                ب( ١             جـ( ١          د( ٤  س٢: اأ( 
١
٥

١ -١      جـ( ١          د( 
٣

ت      ب(  ٤
٥

 + ٣
٥

س٣:  اأ( 

٧٥9 ت
٤٤2

 + ٣١٣-
٤٤2

2 ت          ب( 
٥
2 + ١  + 2

٥
+ 2- س٤:  اأ( 

2 + ب2
)١ – ( س5: بفرض  =  + ب ت ينتج اأن الطرف ال�أيمن = الطرف ال�أيسر = 

(           جـ( )٠ ، ٥(            د( )٠ ، -١( 2 س6: اأ( ) ٠ ، -١(        ب( )2 ، 
س7: بفرض  =  + ب ت ، اإما  = ٠   = ب ت

 =                                  اأو ب = ٠ 

)
2
٣  ت + 2

٣  ( =  )جـ 
       

 )ت + ( ١
2

٣(      ب( 
٤  ت + ٣

٤  ( 2  =  )س٨: اأ

ت
 

٣
2  

+ ٣
2

٣ ت           د(  2  – 2 جـ(  
        

ت
 

٣
2  

– ٣
2

٣ 2 ت           ب( 
٧ 

 + 
2
٧- س٩:  اأ( 

حلول تمارين ومسائل )5-٣(

حلول تمارين عامة )5-٤(

س١: 

2 + ١   2 + ١ 2٠   ،  نلاحظ اأن  ١٠            د(  ٥            جـ(   ٥           ب(   س٢:  اأ(  

س٣: اإما س = ٠  ص = ١  اأو س = -١  ص = ٠

ل               ب( ٨، 2٥ ، ١٤  =   ٤ + ٣ت =  ، س٤: اأ( ل = ٤ – ٣ت

س5: ت

١2٣٤٥٦٧الفقرة
جابة دبباأدجـجـال�إ
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اأفكار ريادية

*  تصميم اداة لقياس اثر استخدام مواقع التواصل ال�جتماعي على تحصيل الطلبة. 
*  اعداد دراسة لمشروع عن كيفية تشجيع طلبة المدراس للتوجه للتخصصات المهنية. 

*  اإعداد رحلات معرفية )Web quest( عن وحدة التكامل. 

المراجع

الخطيب، روحي اإبراهيم )2٠١2(: التفاضل والتكامل ج١، دار المسيرة، عمان.

الخطيب، روحي اإبراهيم )2٠١2(: التفاضل والتكامل ج2، دار المسيرة، عمان.
سكندرية. حصاء العام، دار الوفاء لدنيا الطباعة، ال�إ بسيوني، جابر اأحمد )2٠١٤(:  ال�إ
 عدنان عوض، اأحمد علاونة ، مفيد عزام، )١99٠( –دار الفكر – عمان – ال�أردن  

حنيف ، عاصم )١999(: حساب التفاضل والتكامل ، دار المعارف القاهرة  
خليفة عبد السميع )١99٤(، تدريس الرياضيات في المدرسة الثانوية: الطبعة الثالثة، كلية التربية، جامعة القاهرة

فريدريك بل )١9٨٦(: طرق تدريس الرياضيات: الجزء ال�أول )ترجمة محمد المفتي وممدوح سليمان(. 
قبرص: الدار العربية للنشر والتوزيع.

فريدريك بل )١9٨٦(: طرق تدريس الرياضيات: الجزء الثاني )ترجمة محمد المفتي وممدوح سليمان(. 
قبرص: الدار العربية للنشر والتوزيع 

ابو اأسعد، صلاح عبد اللطيف )2٠١٠(: اأساليب تدريس الرياضيات، الطبعة ال�ولى. دار الشروق للنشر والتوزيع
دار  ال�أولى،  الطبعة  والعشرين،  الواحد  القرن  في  التدريس  اللطيف )2٠٠٥(: طرق  عبد  فرج،  حسين 

المسيرة للنشر والتوزيع والطباعة/ عمان 
Bostock&Perkins)1989(: Advanced Mathematics, volume1 
Bell,E,T )1937(:Men of Mathematics ,Simon and Schuter,N.Y 
Lanl B.Boyer)1989(: History of Mathematics Wiley,N.Y                
Bostock&Perkins)1989(: Advanced Mathematics, volume2   
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المشروع

شكل من اأشكال منهج النشاط؛ يقوم الطلبة )اأفراداً اأو مجموعات( بسلسلة من األوان 
النشاط التي يتمكنون خلالها من تحقيق اأهداف ذات اأهمية للقائمين بالمشروع.

اأو الجماعة لتحقيق  الفرد  النشاط الذي يقوم به  اأنه: سلسلة من  ويمكن تعريفه على 
اأغراض واضحة ومحددة في محيط اجتماعي برغبة ودافعية.

ميزات المشروع:
قد يمتد زمن تنفيذ المشروع لمدة طويلة ول� يتم دفعة واحدة.  .١  

ينفّذه فرد اأو جماعة.  .2  
يرمي اإلى تحقيق اأهداف ذات معنى للقائمين بالتنفيذ.  .٣  

ل� يقتصر على البيئة المدرسية واإنما يمتد اإلى بيئة الطلبة لمنحهم فرصة التفاعل   .٤  
مع البيئة وفهمها.

يستجيب المشروع لميول الطلبة وحاجاتهم ويثير دافعيّتهم ورغبتهم بالعمل.  .٥  

خطوات المشروع:
اأول�ً: اختيار المشروع: يشترط في اختيار المشروع ما ياأتي:

اأن يتماشى مع ميول الطلبة ويشبع حاجاتهم.  .١  
اأن يوفرّ فرصة للطلبة للمرور بخبرات متنوعة.  .2  

اأن يرتبط بواقع حياة الطلبة ويكسر الفجوة بين المدرسة والمجتمع.  .٣  
اأن تكون المشروعات متنوعة ومترابطة وتكمل بعضها البعض ومتوازنة، ل� تغلبّ   .٤  

مجال�ً على ال�آخر.
اأن يتلاءم المشروع مع اإمكانات المدرسة وقدرات الطلبة والفئة العمرية.  .٥  

اأن يُخططّ له مسبقاً.  .٦  
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ثانياً: وضع خطة المشروع:
يتم وضع الخطة تحت اإشراف المعلم حيث يمكن له اأن يتدخّل لتصويب اأي خطاأ يقع 

فيه الطلبة.
آتية: يقتضي وضع الخطة ال�

تحديد ال�أهداف بشكل واضح.  .١  
تحديد مستلزمات تنفيذ المشروع، وطرق الحصول عليها.  .2  

تحديد خطوات سير المشروع.  .٣  
اأفراد  جميع  يشترك  اأن  )شريطة  المشروع،  لتنفيذ  اللازمة  ال�أنشطة  تحديد   .٤  
اإبداء الراأي، باإشراف  المجموعة في المشروع من خلال المناقشة والحوار و

وتوجيه المعلم(.
تحديد دور كل فرد في المجموعة، ودور المجموعة بشكل كليّ.  .٥  

ثالثاً: تنفيذ المشروع:
مرحلة تنفيذ المشروع فرصة ل�كتساب الخبرات بالممارسة العملية، وتعدّ مرحلة ممتعة ومثيرة 
نجاز  لما توفرّه من الحرية، والتخلص من قيود الصف، وشعور الطالب بذاته وقدرته على ال�إ
حيث يكون اإيجابياً متفاعلاً خلّاقاً مبدعاً، ليس المهم الوصول اإلى النتائج بقدر ما يكتسبه 

الطلبة من خبرات ومعلومات ومهارات وعادات ذات فائدة تنعكس على حياتهم العامة.

دور المعلم: 
متابعة الطلبة وتوجيههم دون تدخّل.  .١  

اإتاحة الفرصة للطلبة للتعلمّ بال�أخطاء.  .2  
ال�بتعاد عن التوترّ مما يقع فيه الطلبة من اأخطاء.  .٣  

التدخّل الذكي كلما لزم ال�أمر.  .٤  
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دور الطلبة:
القيام بالعمل باأنفسهم.  .١  

تسجيل النتائج التي يتم التوصل اإليها.  .2  
تدوين الملاحظات التي تحتاج اإلى مناقشة عامة.  .٣  
تدوين المشكلات الطارئة )غير المتوقعة سابقاً(.  .٤  

رابعاً: تقويم المشروع:  يتضمن تقويم المشروع ال�آتي:
لكل  تحقّق  الذي  المستوى  تحقيقه،  تم  ما  اأجلها،  من  المشروع  وضع  التي  ال�أهداف   .١  

هدف، العوائق في تحقيق ال�أهداف اإن وجدت وكيفية مواجهة تلك العوائق.
الخطة من حيث وقتها، التعديلات التي جرت على الخطة اأثناء التنفيذ، التقيّد   .٢  

بالوقت المحّدد للتنفيذ، ومرونة الخطة.
مكانات  ال�أنشطة التي قام بها الطلبة من حيث، تنوّعها، اإقبال الطلبة عليها، توافر ال�إ  .٣  

اللازمة، التقيد بالوقت المحدد.
قبال على تنفيذه بدافعيّة، التعاون في عملية  تجاوب الطلبة مع المشروع من حيث، ال�إ  .٤  

التنفيذ، الشعور بال�رتياح، اإسهام المشروع في تنمية اتجاهات جديدة لدى الطلبة.

يقوم المعلم بكتابة تقرير تقويمي شامل عن المشروع من حيث:
اأهداف المشروع وما تحقّق منها.  •  
الخطة وما طراأ عليها من تعديل.  •  

ال�أنشطة التي قام بها الطلبة.  •  
المشكلات التي واجهت الطلبة عند التنفيذ.  •  

المدة التى استغرقها تنفيذ المشروع.  •  
ال�قتراحات اللازمة لتحسين المشروع.  •  
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١٣٨

٠.٠9 ٠.٠٨ ٠.٠٧ ٠.٠٦ ٠.٠٥ ٠.٠٤ ٠.٠٣ ٠.٠2 ٠.٠١ ٠.٠٠ ع

٠.٠٠٠١ ٠.٠٠٠١ ٠.٠٠٠١ ٠.٠٠٠١ ٠.٠٠٠١ ٠.٠٠٠١ ٠.٠٠٠١ ٠.٠٠٠١ ٠.٠٠٠١ ٠.٠٠٠١ ٣.٧-

٠.٠٠٠١ ٠.٠٠٠١ ٠.٠٠٠١ ٠.٠٠٠١ ٠.٠٠٠١ ٠.٠٠٠١ ٠.٠٠٠١ ٠.٠٠٠١ ٠.٠٠٠2 ٠.٠٠٠2 ٣.٦-

٠.٠٠٠2 ٠.٠٠٠2 ٠.٠٠٠2 ٠.٠٠٠2 ٠.٠٠٠2 ٠.٠٠٠2 ٠.٠٠٠2 ٠.٠٠٠2 ٠.٠٠٠2 ٠.٠٠٠2 ٣.٥-

٠.٠٠٠2 ٠.٠٠٠٣ ٠.٠٠٠٣ ٠.٠٠٠٣ ٠.٠٠٠٣ ٠.٠٠٠٣ ٠.٠٠٠٣ ٠.٠٠٠٣ ٠.٠٠٠٣ ٠.٠٠٠٣ ٣.٤-

٠.٠٠٠٣ ٠.٠٠٠٤ ٠.٠٠٠٤ ٠.٠٠٠٤ ٠.٠٠٠٤ ٠.٠٠٠٤ ٠.٠٠٠٤ ٠.٠٠٠٥ ٠.٠٠٠٥ ٠.٠٠٠٥ ٣.٣-

٠.٠٠٠٥ ٠.٠٠٠٥ ٠.٠٠٠٥ ٠.٠٠٠٦ ٠.٠٠٠٦ ٠.٠٠٠٦ ٠.٠٠٠٦ ٠.٠٠٠٦ ٠.٠٠٠٧ ٠.٠٠٠٧ ٣.2-

٠.٠٠٠٧ ٠.٠٠٠٧ ٠.٠٠٠٨ ٠.٠٠٠٨ ٠.٠٠٠٨ ٠.٠٠٠٨ ٠.٠٠٠9 ٠.٠٠٠9 ٠.٠٠٠9 ٠.٠٠١٠ ٣.١-

٠.٠٠١٠ ٠.٠٠١٠ ٠.٠٠١١ ٠.٠٠١١ ٠.٠٠١١ ٠.٠٠١2 ٠.٠٠١2 ٠.٠٠١٣ ٠.٠٠١٣ ٠.٠٠١٣ ٣.٠-

٠.٠٠١٤ ٠.٠٠١٤ ٠.٠٠١٥ ٠.٠٠١٥ ٠.٠٠١٦ ٠.٠٠١٦ ٠.٠٠١٧ ٠.٠٠١٨ ٠.٠٠١٨ ٠.٠٠١9 2.9-

٠.٠٠١9 ٠.٠٠2٠ ٠.٠٠2١ ٠.٠٠2١ ٠.٠٠22 ٠.٠٠2٣ ٠.٠٠2٣ ٠.٠٠2٤ ٠.٠٠2٥ ٠.٠٠2٦ 2.٨-

٠.٠٠2٦ ٠.٠٠2٧ ٠.٠٠2٨ ٠.٠٠29 ٠.٠٠٣٠ ٠.٠٠٣١ ٠.٠٠٣2 ٠.٠٠٣٣ ٠.٠٠٣٤ ٠.٠٠٣٥ 2.٧-

٠.٠٠٣٦ ٠.٠٠٣٧ ٠.٠٠٣٨ ٠.٠٠٣9 ٠.٠٠٤٠ ٠.٠٠٤١ ٠.٠٠٤٣ ٠.٠٠٤٤ ٠.٠٠٤٥ ٠.٠٠٤٧ 2.٦-

٠.٠٠٤٨ ٠.٠٠٤9 ٠.٠٠٥١ ٠.٠٠٥2 ٠.٠٠٥٤ ٠.٠٠٥٥ ٠.٠٠٥٧ ٠.٠٠٥9 ٠.٠٠٦٠ ٠.٠٠٦2 2.٥-

٠.٠٠٦٤ ٠.٠٠٦٦ ٠.٠٠٦٨ ٠.٠٠٦9 ٠.٠٠٧١ ٠.٠٠٧٣ ٠.٠٠٧٥ ٠.٠٠٧٨ ٠.٠٠٨٠ ٠.٠٠٨2 2.٤-

٠.٠٠٨٤ ٠.٠٠٨٧ ٠.٠٠٨9 ٠.٠٠9١ ٠.٠٠9٤ ٠.٠٠9٦ ٠.٠٠99 ٠.٠١٠2 ٠.٠١٠٤ ٠.٠١٠٧ 2.٣-

٠.٠١١٠ ٠.٠١١٣ ٠.٠١١٦ ٠.٠١١9 ٠.٠١22 ٠.٠١2٥ ٠.٠١29 ٠.٠١٣2 ٠.٠١٣٦ ٠.٠١٣9 2.2-

٠.٠١٤٣ ٠.٠١٤٦ ٠.٠١٥٠ ٠.٠١٥٤ ٠.٠١٥٨ ٠.٠١٦2 ٠.٠١٦٦ ٠.٠١٧٠ ٠.٠١٧٤ ٠.٠١٧9 2.١-

٠.٠١٨٣ ٠.٠١٨٨ ٠.٠١92 ٠.٠١9٧ ٠.٠2٠2 ٠.٠2٠٧ ٠.٠2١2 ٠.٠2١٧ ٠.٠222 ٠.٠22٨ 2.٠-

٠.٠2٣٣ ٠.٠2٣9 ٠.٠2٤٤ ٠.٠2٥٠ ٠.٠2٥٦ ٠.٠2٦2 ٠.٠2٦٨ ٠.٠2٧٤ ٠.٠2٨١ ٠.٠2٨٧ ١.9-

٠.٠29٤ ٠.٠٣٠١ ٠.٠٣٠٧ ٠.٠٣١٤ ٠.٠٣22 ٠.٠٣29 ٠.٠٣٣٦ ٠.٠٣٤٤ ٠.٠٣٥١ ٠.٠٣٥9 ١.٨-

٠.٠٣٦٧ ٠.٠٣٧٥ ٠.٠٣٨٤ ٠.٠٣92 ٠.٠٤٠١ ٠.٠٤٠9 ٠.٠٤١٨ ٠.٠٤2٧ ٠.٠٤٣٦ ٠.٠٤٤٦ ١.٧-

٠.٠٤٥٥ ٠.٠٤٦٥ ٠.٠٤٧٥ ٠.٠٤٨٥ ٠.٠٤9٥ ٠.٠٥٠٥ ٠.٠٥١٦ ٠.٠٥2٦ ٠.٠٥٣٧ ٠.٠٥٤٨ ١.٦-

٠.٠٥٥9 ٠.٠٥٧١ ٠.٠٥٨2 ٠.٠٥9٤ ٠.٠٦٠٦ ٠.٠٦١٨ ٠.٠٦٣٠ ٠.٠٦٤٣ ٠.٠٦٥٥ ٠.٠٦٦٨ ١.٥-

٠.٠٦٨١ ٠.٠٦9٤ ٠.٠٧٠٨ ٠.٠٧2١ ٠.٠٧٣٥ ٠.٠٧٤9 ٠.٠٧٦٤ ٠.٠٧٧٨ ٠.٠٧9٣ ٠.٠٨٠٨ ١.٤-

٠.٠٨2٣ ٠.٠٨٣٨ ٠.٠٨٥٣ ٠.٠٨٦9 ٠.٠٨٨٥ ٠.٠9٠١ ٠.٠9١٨ ٠.٠9٣٤ ٠.٠9٥١ ٠.٠9٦٨ ١.٣-

٠.٠9٨٥ ٠.١٠٠٣ ٠.١٠2٠ ٠.١٠٣٨ ٠.١٠٥٦ ٠.١٠٧٥ ٠.١٠9٣ ٠.١١١2 ٠.١١٣١ ٠.١١٥١ ١.2-

٠.١١٧٠ ٠.١١9٠ ٠.١2١٠ ٠.١2٣٠ ٠.١2٥١ ٠.١2٧١ ٠.١292 ٠.١٣١٤ ٠.١٣٣٥ ٠.١٣٥٧ ١.١-

٠.١٣٧9 ٠.١٤٠١ ٠.١٤2٣ ٠.١٤٤٦ ٠.١٤٦9 ٠.١٤92 ٠.١٥١٥ ٠.١٥٣9 ٠.١٥٦2 ٠.١٥٨٧ ١.٠-

٠.١٦١١ ٠.١٦٣٥ ٠.١٦٦٠ ٠.١٦٨٥ ٠.١٧١١ ٠.١٧٣٦ ٠.١٧٦2 ٠.١٧٨٨ ٠.١٨١٤ ٠.١٨٤١ ٠.9-

٠.١٨٦٧ ٠.١٨9٤ ٠.١922 ٠.١9٤9 ٠.١9٧٧ ٠.2٠٠٥ ٠.2٠٣٣ ٠.2٠٦١ ٠.2٠9٠ ٠.2١١9 ٠.٨-

٠.2١٤٨ ٠.2١٧٧ ٠.22٠٦ ٠.22٣٦ ٠.22٦٦ ٠.229٦ ٠.2٣2٧ ٠.2٣٥٨ ٠.2٣٨9 ٠.2٤2٠ ٠.٧-

٠.2٤٥١ ٠.2٤٨٣ ٠.2٥١٤ ٠.2٥٤٦ ٠.2٥٧٨ ٠.2٦١١ ٠.2٦٤٣ ٠.2٦٧٦ ٠.2٧٠9 ٠.2٧٤٣ ٠.٦-

٠.2٧٧٦ ٠.2٨١٠ ٠.2٨٤٣ ٠.2٨٧٧ ٠.29١2 ٠.29٤٦ ٠.29٨١ ٠.٣٠١٥ ٠.٣٠٥٠ ٠.٣٠٨٥ ٠.٥-

٠.٣١2١ ٠.٣١٥٦ ٠.٣١92 ٠.٣22٨ ٠.٣2٦٤ ٠.٣٣٠٠ ٠.٣٣٣٦ ٠.٣٣٧2 ٠.٣٤٠9 ٠.٣٤٤٦ ٠.٤-

٠.٣٤٨٣ ٠.٣٥2٠ ٠.٣٥٥٧ ٠.٣٥9٤ ٠.٣٦٣2 ٠.٣٦٦9 ٠.٣٧٠٧ ٠.٣٧٤٥ ٠.٣٧٨٣ ٠.٣٨2١ ٠.٣-

٠.٣٨٥9 ٠.٣٨9٧ ٠.٣9٣٦ ٠.٣9٧٤ ٠.٤٠١٣ ٠.٤٠٥2 ٠.٤٠9٠ ٠.٤١29 ٠.٤١٦٨ ٠.٤2٠٧ ٠.2-

٠.٤2٤٧ ٠.٤2٨٦ ٠.٤٣2٥ ٠.٤٣٦٤ ٠.٤٤٠٤ ٠.٤٤٤٣ ٠.٤٤٨٣ ٠.٤٥22 ٠.٤٥٦2 ٠.٤٦٠2 ٠.١-

٠.٤٦٤١ ٠.٤٦٨١ ٠.٤٧2١ ٠.٤٧٦١ ٠.٤٨٠١ ٠.٤٨٤٠ ٠.٤٨٨٠ ٠.٤92٠ ٠.٤9٦٠ ٠.٥٠٠٠ ٠.٠

عملحق: جدول التوزيع الطبيعي المعياري التراكمي

. https://www.wepal.net
www.wepal.net | RESOURCE #109932 | TRACK fb72f7d7854ba9be



١٣٩

تابع جدول التوزيع الطبيعي المعياري التراكمي
٠.٠9 ٠.٠٨ ٠.٠٧ ٠.٠٦ ٠.٠٥ ٠.٠٤ ٠.٠٣ ٠.٠2 ٠.٠١ ٠.٠٠ ع

٠.٥٣٥9 ٠.٥٣١9 ٠.٥2٧9 ٠.٥2٣9 ٠.٥١99 ٠.٥١٦٠ ٠.٥١2٠ ٠.٥٠٨٠ ٠.٥٠٤٠ ٠.٥٠٠٠ ٠.٠

٠.٥٧٥٣ ٠.٥٧١٤ ٠.٥٦٧٥ ٠.٥٦٣٦ ٠.٥٥9٦ ٠.٥٥٥٧ ٠.٥٥١٧ ٠.٥٤٧٨ ٠.٥٤٣٨ ٠.٥٣9٨ ٠.١

٠.٦١٤١ ٠.٦١٠٣ ٠.٦٠٦٤ ٠.٦٠2٦ ٠.٥9٨٧ ٠.٥9٤٨ ٠.٥9١٠ ٠.٥٨٧١ ٠.٥٨٣2 ٠.٥٧9٣ ٠.2

٠.٦٥١٧ ٠.٦٤٨٠ ٠.٦٤٤٣ ٠.٦٤٠٦ ٠.٦٣٦٨ ٠.٦٣٣١ ٠.٦29٣ ٠.٦2٥٥ ٠.٦2١٧ ٠.٦١٧9 ٠.٣

٠.٦٨٧9 ٠.٦٨٤٤ ٠.٦٨٠٨ ٠.٦٧٧2 ٠.٦٧٣٦ ٠.٦٧٠٠ ٠.٦٦٦٤ ٠.٦٦2٨ ٠.٦٥9١ ٠.٦٥٥٤ ٠.٤

٠.٧22٤ ٠.٧١9٠ ٠.٧١٥٧ ٠.٧١2٣ ٠.٧٠٨٨ ٠.٧٠٥٤ ٠.٧٠١9 ٠.٦9٨٥ ٠.٦9٥٠ ٠.٦9١٥ ٠.٥

٠.٧٥٤9 ٠.٧٥١٧ ٠.٧٤٨٦ ٠.٧٤٥٤ ٠.٧٤22 ٠.٧٣٨9 ٠.٧٣٥٧ ٠.٧٣2٤ ٠.٧29١ ٠.٧2٥٧ ٠.٦

٠.٧٨٥2 ٠.٧٨2٣ ٠.٧٧9٤ ٠.٧٧٦٤ ٠.٧٧٣٤ ٠.٧٧٠٤ ٠.٧٦٧٣ ٠.٧٦٤2 ٠.٧٦١١ ٠.٧٥٨٠ ٠.٧

٠.٨١٣٣ ٠.٨١٠٦ ٠.٨٠٧٨ ٠.٨٠٥١ ٠.٨٠2٣ ٠.٧99٥ ٠.٧9٦٧ ٠.٧9٣9 ٠.٧9١٠ ٠.٧٨٨١ ٠.٨

٠.٨٣٨9 ٠.٨٣٦٥ ٠.٨٣٤٠ ٠.٨٣١٥ ٠.٨2٨9 ٠.٨2٦٤ ٠.٨2٣٨ ٠.٨2١2 ٠.٨١٨٦ ٠.٨١٥9 ٠.9

٠.٨٦2١ ٠.٨٥99 ٠.٨٥٧٧ ٠.٨٥٥٤ ٠.٨٥٣١ ٠.٨٥٠٨ ٠.٨٤٨٥ ٠.٨٤٦١ ٠.٨٤٣٨ ٠.٨٤١٣ ١.٠

٠.٨٨٣٠ ٠.٨٨١٠ ٠.٨٧9٠ ٠.٨٧٧٠ ٠.٨٧٤9 ٠.٨٧29 ٠.٨٧٠٨ ٠.٨٦٨٦ ٠.٨٦٦٥ ٠.٨٦٤٣ ١.١

٠.9٠١٥ ٠.٨99٧ ٠.٨9٨٠ ٠.٨9٦2 ٠.٨9٤٤ ٠.٨92٥ ٠.٨9٠٧ ٠.٨٨٨٨ ٠.٨٨٦9 ٠.٨٨٤9 ١.2

٠.9١٧٧ ٠.9١٦2 ٠.9١٤٧ ٠.9١٣١ ٠.9١١٥ ٠.9٠99 ٠.9٠٨2 ٠.9٠٦٦ ٠.9٠٤9 ٠.9٠٣2 ١.٣

٠.9٣١9 ٠.9٣٠٦ ٠.9292 ٠.92٧9 ٠.92٦٥ ٠.92٥١ ٠.92٣٦ ٠.9222 ٠.92٠٧ ٠.9١92 ١.٤

٠.9٤٤١ ٠.9٤29 ٠.9٤١٨ ٠.9٤٠٦ ٠.9٣9٤ ٠.9٣٨2 ٠.9٣٧٠ ٠.9٣٥٧ ٠.9٣٤٥ ٠.9٣٣2 ١.٥

٠.9٥٤٥ ٠.9٥٣٥ ٠.9٥2٥ ٠.9٥١٥ ٠.9٥٠٥ ٠.9٤9٥ ٠.9٤٨٤ ٠.9٤٧٤ ٠.9٤٦٣ ٠.9٤٥2 ١.٦

٠.9٦٣٣ ٠.9٦2٥ ٠.9٦١٦ ٠.9٦٠٨ ٠.9٥99 ٠.9٥9١ ٠.9٥٨2 ٠.9٥٧٣ ٠.9٥٦٤ ٠.9٥٥٤ ١.٧

٠.9٧٠٦ ٠.9٦99 ٠.9٦9٣ ٠.9٦٨٦ ٠.9٦٧٨ ٠.9٦٧١ ٠.9٦٦٤ ٠.9٦٥٦ ٠.9٦٤9 ٠.9٦٤١ ١.٨

٠.9٧٦٧ ٠.9٧٦١ ٠.9٧٥٦ ٠.9٧٥٠ ٠.9٧٤٤ ٠.9٧٣٨ ٠.9٧٣2 ٠.9٧2٦ ٠.9٧١9 ٠.9٧١٣ ١.9

٠.9٨١٧ ٠.9٨١2 ٠.9٨٠٨ ٠.9٨٠٣ ٠.9٧9٨ ٠.9٧9٣ ٠.9٧٨٨ ٠.9٧٨٣ ٠.9٧٧٨ ٠.9٧٧2 2.٠

٠.9٨٥٧ ٠.9٨٥٤ ٠.9٨٥٠ ٠.9٨٤٦ ٠.9٨٤2 ٠.9٨٣٨ ٠.9٨٣٤ ٠.9٨٣٠ ٠.9٨2٦ ٠.9٨2١ 2.١

٠.9٨9٠ ٠.9٨٨٧ ٠.9٨٨٤ ٠.9٨٨١ ٠.9٨٧٨ ٠.9٨٧٥ ٠.9٨٧١ ٠.9٨٦٨ ٠.9٨٦٤ ٠.9٨٦١ 2.2

٠.99١٦ ٠.99١٣ ٠.99١١ ٠.99٠9 ٠.99٠٦ ٠.99٠٤ ٠.99٠١ ٠.9٨9٨ ٠.9٨9٦ ٠.9٨9٣ 2.٣

٠.99٣٦ ٠.99٣٤ ٠.99٣2 ٠.99٣١ ٠.9929 ٠.992٧ ٠.992٥ ٠.9922 ٠.992٠ ٠.99١٨ 2.٤

٠.99٥2 ٠.99٥١ ٠.99٤9 ٠.99٤٨ ٠.99٤٦ ٠.99٤٥ ٠.99٤٣ ٠.99٤١ ٠.99٤٠ ٠.99٣٨ 2.٥

٠.99٦٤ ٠.99٦٣ ٠.99٦2 ٠.99٦١ ٠.99٦٠ ٠.99٥9 ٠.99٥٧ ٠.99٥٦ ٠.99٥٥ ٠.99٥٣ 2.٦

٠.99٧٤ ٠.99٧٣ ٠.99٧2 ٠.99٧١ ٠.99٧٠ ٠.99٦9 ٠.99٦٨ ٠.99٦٧ ٠.99٦٦ ٠.99٦٥ 2.٧

٠.99٨١ ٠.99٨٠ ٠.99٧9 ٠.99٧9 ٠.99٧٨ ٠.99٧٧ ٠.99٧٧ ٠.99٧٦ ٠.99٧٥ ٠.99٧٤ 2.٨

٠.99٨٦ ٠.99٨٦ ٠.99٨٥ ٠.99٨٥ ٠.99٨٤ ٠.99٨٤ ٠.99٨٣ ٠.99٨2 ٠.99٨2 ٠.99٨١ 2.9

٠.999٠ ٠.999٠ ٠.99٨9 ٠.99٨9 ٠.99٨9 ٠.99٨٨ ٠.99٨٨ ٠.99٨٧ ٠.99٨٧ ٠.99٨٧ ٣.٠

٠.999٣ ٠.999٣ ٠.9992 ٠.9992 ٠.9992 ٠.9992 ٠.999١ ٠.999١ ٠.999١ ٠.999٠ ٣.١

٠.999٥ ٠.999٥ ٠.999٥ ٠.999٤ ٠.999٤ ٠.999٤ ٠.999٤ ٠.999٤ ٠.999٣ ٠.999٣ ٣.2

٠.999٧ ٠.999٦ ٠.999٦ ٠.999٦ ٠.999٦ ٠.999٦ ٠.999٦ ٠.999٥ ٠.999٥ ٠.999٥ ٣.٣

٠.999٨ ٠.999٧ ٠.999٧ ٠.999٧ ٠.999٧ ٠.999٧ ٠.999٧ ٠.999٧ ٠.999٧ ٠.999٧ ٣.٤

٠.999٨ ٠.999٨ ٠.999٨ ٠.999٨ ٠.999٨ ٠.999٨ ٠.999٨ ٠.999٨ ٠.999٨ ٠.999٨ ٣.٥

٠.9999 ٠.9999 ٠.9999 ٠.9999 ٠.9999 ٠.9999 ٠.9999 ٠.9999 ٠.999٨ ٠.999٨ ٣.٦

٠.9999 ٠.9999 ٠.9999 ٠.9999 ٠.9999 ٠.9999 ٠.9999 ٠.9999 ٠.9999 ٠.9999 ٣.٧

ع
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لجنة المناهج الوزارية

د. صبري صيدم         د. بصري صالح              م. فواز مجاهد    

اأ. ثروت زيد         اأ. عزام ابو بكر            اأ. عبد الحكيم اأبو جاموس 

د. شهناز الفار         د. سمية النخالة            م. جهاد دريدي

المشاركون في ورشات عمل كتاب الرياضيات للصف الثاني عشر التكنولوجي:

اأ.ران اأبو علاناأ. سناء ال�أشهباأ. رائد ملاكاأ. نسرين عيد
اأ. اآسيا العلامياأ. عدنان عنبوسياأ. رشا زكارنةاأ. حنين قشوع

اأ. اأحمد بشاراتاأ.وفاء عمارنةاأ. عريب الزبوناأ. اأشرف نفيعات
اأ. محمد درويشاأ. محمد اأبو سليماأ. اأيمن اأبو زياداأ. رهام مصلح

اأ. ريم جابراأ. مي عصافرةاأ. مصطفى عفانةاأ. نايف الطيطي
اأ. جوني مصلحاأ. كريم العارضةاأ. عوني فقيهاأ. رجاء العاجز
اأ. وسام موسىاأ. عبدالله مهنااأ. اأرواح كرم

تمّت مناقشة الكتاب من قبل معلمين على مستوى مديريات الوطن عبر العديد من الورشات.

اللجنة الوطنية لوثيقة الرياضيات:
أ. ثروت زيد

د. محمد صالح )منسقًا(
د. معين جبر

د. علي عبد المحسن
د. تحسين المغربي
د. عادل فوارعة

أ. وهيب جبر
د. عبد الكريم ناجي

د. عطا أبوهاني
د. سعيد عساف

د. محمد مطر
د. علا الخليلي
د. شهناز الفار

د. علي نصار
د. أيمن الأشقر

أ. ارواح كرم
أ. حنان أبو سكران

أ. كوثر عطية
د. وجيه ضاهر

أ. فتحي أبو عودة

د. سمية النخالة
أ. أحمد سياعرة

أ. قيس شبانة
أ. مبارك مبارك

أ. عبد الكريم صالح
أ. نادية جبر

أ. أحلام صلاح
أ. نشأت قاسم

أ. نسرين دويكات
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