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            تعريف:
اإذا كان ال�قتــران /)س( هــو المشــتقة ال�أولــى للاقتــران )س(، فــاإن ال�قتــران )س( + جـــ يمثــل مجموعــة 
ال�قترانــات التــي مشــتقتها ال�أولــى /)س(، ويســمى بالتكامــل غيــر المحــدود للاقتــران /)س(، اأو يســمى 

ــذي مشــتقته /)س(. ــي ال ــران ال�أصل بال�قت
وبالرمــوز يكتــب: /)س( س = )س( + جـــ ، جـــ  ، الرمــز  هــو اإشــارة التكامــل، س تشــير اأن 

ال�قتــران بدل�لــة المتغيــر س ، جـــ يســمى ثابــت التكامــل.

  مثال )٢(: اأجد 2س ؟
       الحل: 2س = )س( ، حيث /)س( = 2

               )س( = 2س + جـ

   2س = 2س + جـ )ال�قتران ال�أصلي(.

Indefinite Integral التكامل غير المحدود

نشاط: 

  مثال )3(: اأجد 3س 2س ؟
       الحل: 3س 2س = ك)س(، حيث ك/)س( = 3س2                                         

      )س( = س3 + جـ

3 س 2س = س3 + جـ )ال�قتران ال�أصلي(.
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  مثال )4(: اأي من ال�قترانين )س( = 2س3 + 4س2 + 4س + جـ
                         هـ)س( = 2س3 + 5س2 + 4س + جـ

       يمكن اعتباره اقتراناً اأصلياً للمشتقة )6س2 + 1٠س + 4( ؟
       الحل: /)س( = 6س2 + ٨س + 4

       هـ/)س( = 6س2 + 1٠س + 4
       هـ)س( = 2س3 + 5س2 + 4س + جـ هو ال�قتران ال�أصلي للمشتقة  
       وبالرموز )6س2 + 1٠س +  )4س = 2س3 + 5س2 + 4س + جـ

  مثال)5(: اإذا كان )س( = )س2 + س()س – 2( س ، اأجد /)س( ؟
       الحل: /)س( = مشتقة )س2 + س()س –  )2س، وبما اأن ال�شتقاق عملية عكسية للتكامل، 

              فاإن /)س( = )س2 + س()س – 2(.
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تمارين ومسائل )4-١(

س١: اأكمل الجدول ال�آتي:

ال�قتران ال�أصلي )س( + جـالمشتقة /)س(

 4س13.

 س4 + س3 + 2س + جـ2.

 2س + 31.

 )4س )3 + 3س4.

س٢:  اأضع اإشارة  اأمام العبارة الصائبة واإشارة � اأمام العبارة الخاطئة:

+ 4س
5س2
2 اأ. )5س +  )4س =

ب. )6س5 + 3س )2س = س6 + س3 + جـ

جـ. )2س3 + 3س( س = 6س + 3

+ جـ 5
س س = 5-

س2  .د

هـ. 2س = 2 + جـ

و. 2 = 2 + جـ

س 3 + 2س، اأجد /)س(. 
س + 1  = )س( س3. اإذا كان
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  مثال )١(: اأجد 3س ؟
الحل: المطلوب هو اإيجاد ال�قتران ال�أصلي )س( الذي مشتقته ال�أولى /)س( = 3.

من معلوماتنا في التفاضل، األ�حظ اأن ال�قترانات 1)س( = 3س 
2)س( = 3س + 5

2 3)س( = 3س – 
4)س( = 3س + ثابت

ــت فقــط،  ــي الحــد الثاب ــات هــو ف ــن هــذه ال�قتران ــرق بي ــى /)س( = 3، واأل�حــظ اأن الف ــات مشــتقتها ال�أول هــي اقتران
ــو )س( = 3س + جـــ. ــذي مشــتقته /)س( = 3 ه ــي )س( ال ــران ال�أصل ــاإن ال�قت ــك ف ولذل

اأي اأن 3س = 3س + جـ

قاعدة )١(:

س = س + جـ ،        ، جـ عددان حقيقيان.  

قواعد التكامل غير المحدود وتطبيقاتة
 )Rules of  Indefinite Integral and its Application (

نشاط: 

  مثال )٢(: اأجد التكاملات ال�آتية: 
 1ع.  

2   )3                 ص  3   )2                          س5-)١
الحل: 5- )1س = -5س + جـ، ال�قتران بدل�لة المتغير س.

ص + جـ، ال�قتران بدل�لة المتغير ص. 3   3ص =   )2       

1 ع + جـ، ال�قتران بدل�لة المتغير ع.
2  1ع = 

2  )3       
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  مثال )3(: اأتاأمل الجدول ال�آتي، واأجيب عن ال�أسئلة اللاحقة:

س3)س(
37 + 

س4
4

س5
52 + 

س6
6

س5س4س3س2/)س(

1. ما العلاقة بين درجة /)س( و درجة )س(؟
2. ما العلاقة بين معامل الحد الذي يحتوي على س في )س( ودرجة )س( ؟

الحل: 1. درجة ال�قتران )س( تزيد 1 عن درجة /)س(.
معامل الحد الذي يحتوي على س يساوي مقلوب درجة ال�قتران.

قاعدة )٢(:

.1- ≠  ،جـ، جـ عدد حقيقي + 
1+س
1 +   س س = 

  مثال )4(: اأجد كلاً من التكاملات ال�آتية:
اأ. س2س   

ب. س-3س  

 1س   
2 ج. س

س س2 ٣ .د

 + جـ
س3
3  + جـ = 

س1+2
1 + 2 الحل: اأ. س2س = 

 + جـ
-س-2

2-
 + جـ = 

س-2
2-

 + جـ = 
س-1+3
1 + 3-

      ب. س-3س = 
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 + جـ
32 2س
3  + جـ = 

2
3 س
3
2

 + جـ = 
1 + 

1
س 2

1 + 1
2

س =  1
2 ج. س

س5 + جـ 3
 

3
5  + جـ = 

5
3 3س
5  + جـ = 

5
3 س
5
3

 + جـ = 
1 + 

2
س 3

1 + 2
3

 2س =  
3 س = س س2 3 .د

  مثال )5(: اأجد التكاملات ال�آتية:
2 ل 7ل   .ج س 4س    3

5  .س          ب 32س .اأ

 + جـ
س4
2  + جـ = 

2س4
4 الحل: اأ. 2س 3س = 2 س 3س = 

 + جـ
3س5
25  + جـ = 

س5
5  × 3

5 س 4س =  3
5 س 4س =   3

5  .ب       

 + جـ
ل٨
٨  2 ل 7ل =  2 2 ل 7ل =   .ج        

قاعدة )3(:

   ، س  )س(  = س  )س(  قابلاً للتكامل، فاإن )س( اإذا كان ال�قتران

قاعدة )4(:
 اإذا كان )س(، هـ)س( اقترانين قابلين للتكامل، فاإن:

( .1 + هـ( ) )س(س = )س(   س + هـ)س( س

( .2 – هـ( ) )س(س = )س(  س – هـ)س( س

  مثال )6(: اأجد )3س2 + 4س( س

الحل: )3س2 + 4س( س = 3س 2س + 4 س س

)لماذا؟(                         = س3 + 2س2 + جـ   
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( س 5
س2

س3 –  1
2 ( اأجد :)مثال )7  

 5س
س2

 – س 3س 1
2  = س ) 5

س2
س3 _  1

2 ( :الحل

س3س – 5س- 2س 1
2  =                          

5 + جـ   )لماذا؟(
س س4 + 

٨  =             
يمكن تعميم القاعدة )4( ل�أكثر من اقترانين.

  مثال )8(: اأجد )س +  2)3س

الحل: )س + 3(2 = )س + 3()س + 3( = س2  + 6س + ٩

)س + 3( 2س = )س2 + 6س + ٩( س = س 2س + 6س س + ٩ س
 + ٩س + جـ

س2
2  6 + 

س3
3  =                  

س3 +        3س2 + ٩س + جـ
3  =                  

3-  ع   ، ع ٩ _ 2ع
ع + 3  مثال )9(: جد 

ع2 _ 3ع + جـ
2 )ع + 3()ع – 3( ع = )ع – )3ع = 

)ع + 3(
 = ع ٩ – 2ع

ع + 3  :الحل

ص ؟
س   مثال )١0(: اإذا كان ص = )5س2 + 3س( س ، اأجد 

 + جـ
3س2
2  + 

5س3
3 الحل: ص=)5س2 + 3س( س = 

3 × 2س + صفر
2  + 

5 × 3س2
3  = 

ص
س

)ماذا نلاحظ؟( = 5س2 + 3س   

هل يمكن الحل بطريقة اأخرى؟      )وضح ذلك.(
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  مثال١١:
اإذا كان ميــل الممــاس لمنحنــى )س( عنــد اأي نقطــة عليــه يعطــى بالقاعــدة /)س( = 3س – 1، اأجــد قاعــدة ال�قتــران 

)س( علمــاً بــاأن منحنــاه يمــر بالنقطــة ) ٠ ، 7 (.
 _ س + جـ

3س2 
2 الحل: )س( = /)س( س = )3س _  )1س = 

   7 = )٠( ومنها )منحنى ال�قتران يمر بالنقطة )٠ ، 7

ومنها   جـ = 7

 _ س + 7

3س2 
2 ومنها  )س( = 

  مثال١٢:
اإذا كان ميل المماس لمنحنى ال�قتران هـ )س( عند اأي نقطة عليه يعطى بالعلاقة هـ /)س( = 4س + 3، اأجد قاعدة 

ال�قتران هـ )س( علماً باأن منحناه يمر بالنقطة )2 ، 7(.

/)س( س 
الحل: هـ)س( = هـ

  = )4س   )3س 

  = 2س2  + 3س + جـ

لكن منحنى ال�قتران هـ )س( يمر بالنقطة )2 ، 7( 

ومنها ه)2( = 7   

ومنها   جـ = -7

اإذا  ه)س( =  2س2  + 3س - 7

+
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س7: اإذا كان ميل المماس لمنحنى ال�قتران )س( عند اأي نقطة عليه يعطى بالعلاقة /)س( = 5، 
اأجد قاعدة ال�قتران )س( علماً باأن منحناه يمر بالنقطة )2 ، 3(.

س8: اإذا كان ميـــل الممـــاس لمنحنـــى ال�قتـــران )س( عنـــد اأي نقطـــة عليـــه تعطـــى بالعلاقـــة 
/)س( = )س+1(3، اأجـــد )2( علمـــاً بـــاأن منحنـــى )س( يمـــر بالنقطـــة )٠ ، 2(.

ـــة  ـــو )2س − 5(، اأجـــد معادل ـــه ه ـــة علي ـــد اأي نقط ـــران ع)س( عن ـــى ال�قت ـــاس لمنحن ـــل المم س9: اإذا كان مي
ـــة )٠ ، 3( . ـــر بالنقط ـــى ع)س( يم ـــاأن منحن ـــاً ب ـــا س = 2 ، علم ـــى ع)س( عندم ـــاس لمنحن المم

س١: اأجد التكاملات ال�آتية: 
5 س س  .ج ع       .ب  2س    

3  .اأ

و. ك 2س ، ك ثابت ≠ ٠  )1 + 2س  
س2

هـ. )7س3 _  د. )2س )3 + 2س  

س٢: اأجد )2ص – 5()ص +  )3ص 

2  ل      ،    ل 6 + 5ل – 
ل2

ل – 2
  س3: اأجد

س4: اأجد )2س + 1()س3 + س2 – 3س +  )4س

س5: اإذا كان )س( = )٣س3 + 5س2 – 2س + 4( س، اأجد /)س(.

.
ص
س س6: اإذا كان ص = )2س + 2()س2 + 2س( 5س، اأجد 

تمارين ومسائل )4-٢(
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:)Definite Integral( التكامل المحدود

نشاط )١(:
اإذا كان ميل المماس لمنحنى )س( هو /)س( = 2س + 3، كيف يمكن حساب التغير في ال�قتران   

)س( عندما تتغير س من س1= 2 اإلى س2 = 5؟ 
لحساب هذا التغير يلزمنا )س(، حيث:

)س( = /)س( س
        = )٠٠٠٠٠( س

        = س2 + 3س + جـ

= )2( − )5( = التغير في ال�قتران
                  = )25 + 15 + جـ( − )               (

   3٠ =                  

هل نحن بحاجة لمعرفة قيمة الثابت جـ لحساب هذا التغير؟

 اإذا كانت /)س( هي المشتقة ال�أولى للاقتران )س(، وكان /)س( قابلاً للتكامل،

/)س(س = )ب ،)( − )،ب عــددان حقيقيــان. وهــذا التكامــل يســمى تكامــلاً محــدوداً، 
ب


فــاإن 

حــدّه العلــوي = ب، وحــدّه الســفلي= ، وقيمتــه = عــدداً ثابتــاً.

تعريف:
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2)س _  )3س ؟
1
  مثال )١(: اأحسب قيمة التكامل 

الحل: )س( = )س _  )3س

 _ 3س + جـ
س2
2  =        

)1( _ )2( = س )3 _ س(2
1

1 _ 3 + جـ(
2                   = )2 _ 6 + جـ( _ )

3-

2 -3 + جـ _ جـ = 

2  =                  

يمكن حل المثال بطريقة اأخرى
2

1

 − 3س(  
س2
2 2)س − 3(س = )

1

اأعوض الحد العلوي، ثم اأطرح منه ناتج تعويض الحد السفلي.
3-

2  = )3 − 1
2  ( − )6 − 2( =

2)3س2 − 2س +  )1س
1-

  مثال )٢(: اأجد 
2

1-

2)3س2 − 2س + 1( س = )س3 − س2 + س(  
1-

الحل: 

)1−1−1−( − )2 + 4 − ٨( =                            
٩ =                            

4)ب س −  )7س = 34، اأجد قيمة الثابت ب.
2
  مثال )3(: اإذا كان 

34 =      

4

2

 − 7س( 
ب س2

2 4)ب س − 7( س = )
2
الحل: 

= )٨ب − 2٨( − )2ب − 14( = 34
6ب − 14 = 34

6ب = 4٨
ب = ٨
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6 س س = -63، اأجد قيمة/قيم الثابت ب.
ب

5
  مثال )4(: اإذا كان 

63- =  

ب

5
6 سس = 3س2  

ب

5
الحل: 

3ب2 − 75 = -63
ب2 = 4              )لماذا؟(

ب = 2±

نشاط )3(:

 جد /)س( في كل مما ياأتي:

3)3س2 + 2س( س
2
 .1)س( = 

7)7س5 − 3س(٩س
1-
 .2)س( = 

اأتعلم: مشتقة التكامل المحدود تساوي صفراً.
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١6

س١: اأحسب قيمة كل من التكاملات ال�آتية: 

2)5 − 3س )2س
٠
ب(  س        6 2

1-

اأ( 

س س 3٨
1
( س                     د(  1

س3  _ 1
س2 (3

1
ج( 

5ب2س = 32 فما قيمة/ قيم الثابت ب؟
3
س٢: اإذا كان 

. س = صفراً، فما قيمة/ قيم الثابت )3 _ 2س(
2-

س3: اإذا كان 

2)2س −  2)1س.
٠
س4: اأحسب 

ص لكل مما ياأتي:
س س5: اأجد 

اأ( ص = )4س3 + 2س −  )5س

7)4س3 + 2س −  )5س
2
ب( ص = 

تمارين ومسائل )4-4( 
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١7

 Definite Integral Properties خصائص التكامل المحدود
نشاط )١(: 
نشاط )١(:

   ٠ = )2 − 2( 7  = 

2

2

72س = 7س  
2

 .1

  = ٠    )لماذا؟(

5

5

5)2س + 3( س = ).........(  
5
 .2

)س( س = ٠  لكل   ح


     خاصية )١(: اإذا كان )س( اقتراناً قابلاً للتكامل فاإن 

حسب الخاصية )1( 1)2س2 + 3س +  )2س = ٠  
1
فمثلاً: اأ( 

س + 5( س = ٠                 حسب الخاصية )1( (2
2
       ب( 

)س( س

ب
)س( س = - 

ب


      خاصية )٢(: اإذا كان )س( اقتراناً قابلاً للتكامل، فاإن: 

)س( س ؟ 1
2

)س( س = ٨، اأحسب  2
1

  مثال )١(: اإذا علمت اأن 

حسب الخاصية )2( )س( س= -٨   2
1

)س( س = - 1
2

       الحل: 

-2)س( س ؟ 2
3

)س( س= -3 ، جد  3
2

  مثال )٢(: اإذا كان 

)س( س  = 2 )-3( = -6  3
2

)س( س   = 2  2
3

-2)س( س = -2  2
3

       الحل: 
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١8

خاصية )3(: اإذا كان )س( اقتراناً قابلاً للتكامل، على ]  ، جـ [ ، ب  ]  ، جـ [ فاإن

ضافة( )س( س    )خاصية ال�إ
جـ


)س( س = 

جـ

ب
)س( س + 

ب



)س( س ؟ 4
1
= -٩ اأجد 

)س( س  4
2
)س( س= 3،  2

1
  مثال )3(: اإذا علمت اأن 

)س( س                 حسب الخاصية )3( 4
2
)س( س +  2

1
)س( س =  4

1
       الحل: 

6- = )٩-( + )3( =                      

نشاط )4(:

-2)س( س ؟ 4
1
5)س(س = 15 ، اأجد  3

4
)س( س = 2 ،  3

1
  مثال )4(: اإذا علمت اأن 

)س( س 4
1
-2)س( س= -2  4

1
       الحل: 

)س( س 4
3
)س( س +  3

1
)س( س =  4

1
      

)س( س = -3      لماذا؟ 3
4
)س( س = - 4

3
      لكن 

)س( س = 2 + )-3( = -1               لماذا؟ 4
1
     

-2)س( س = -2)-1( = 2 4
1
  
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١9

خاصية )4(: اإذا كان ال�قترانان )س( ، هـ)س( اقترانين قابلين للتكامل على ]  ، ب[ فاإن

هـ)س( س
ب


)س( س ± 

ب


)س( ± هـ)س( س = 

ب



)3)س( + س +  )2س ؟ 2
1-

)س( س = -5 ، اأجد  2
1-

  مثال )5(: اإذا كان 

) س +  )2س    2
1-

3)س( س +  2
1-

)3)س( + س +  )2س =  2
1-

       الحل: 

2

1-

 + 2س( 
س2
2 )س( س + )  2

1-

 3 =          

]))1-(2 + 1
2  ( − )4 + 4

2 ([ + )5-(3 =           

 
15-

2  = ) 3
2  + 6( + 15- =           
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تمارين ومسائل )5-4( 

)س2 − 6س( س 2
2
س١: اأحسب 

س٢: اأحسب التكاملات ال�آتية:

)س −  )6س 5
3
)س −  )6س      ج.  5

2
)س −  )6س        ب.  3

2
      اأ. 

2)س( س = 4، اأجد قيمة ال�آتي: 2
٠

)س( س = -3 ،  2
1-

س3: اإذا كان 

)3)س( + س( س 2
1-

ج.  )س( س   ٠
1-

-3)س( س            ب.  2
٠

 اأ. 

-2هـ)س( س = 6 ، اأجد قيمة: 3
2

3)س( س = 12 ،  3
2

س4: اإذا كان 

)5هـ)س( − 3)س(( س 3
2
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٢١

 Integration by Substitution:التكامل بالتعويض

نشاط )١(: 
نشاط )١(:
اأجد )س − 2)3س

)لماذا؟(  )س − 3(2س = )                 ( س  
 
الحل:

 − 3س2 + ٩س + جـ
س3
3  =      

وبالطريقة نفسها جد )4س − ٩(3س

لكن هل يمكن اأن اأجد )4س − ٩(1٠س بسهولة بالطريقة نفسها ؟

يمكن اإيجاد )س _ 2)3س بطريقة اأخرى، تسمى طريقة التكامل بالتعويض.

 = 1 ومنها س = ص بالتعويض في التكامل
ص
س الحل: اأفرض اأن ص = )س _ 3( ومنها  

 + جـ
)س _ 3(3

3  + جـ = 
ص3
3 )س _ 2)3س = ص 2ص = 

 مثال )١(: اأجد )3س + 1(٩س

  
ص
3  = 3 ومنها س = 

ص
س الحل: اأفرض اأن ص = 3س + 1 ومنها 

 ص٩ص
1
3  = 

ص
3

اأعوض في التكامل )3س + 1(٩س = ص٩

 + جـ 
ص1٠
3٠  + جـ = 

ص1٠
1٠

 × 
1
3  =

 + جـ
)3س + 1(1٠

3٠  =
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٢٢

س)3س3)1 − 2س 1
٠

  مثال )٢(: اأجد 

ص
6س  = 6س  ومنها  س = 

ص
س الحل: اأفرض اأن ص = )3س2 − 1( ومنها 

اأعوض في التكامل

  ص 3ص
1
6  = 

ص
6س س)3س3)1 _ 2س = س ص3 

 + جـ
)3س1−2(4

24  + جـ = 
ص4
4  × 

1
6  =

1

٠

  
)3س1−2(4

24 س)3س3)1 _ 2س =  1
٠

15
24  = 

4)1_٠×3(
24  _ 

4)1_1×3(
24

  مثال )3(: اأجد )2س + 1()س2 + س − 3)5س

 
ص

)2س+1(  = )2س + 1( ومنها س = 
ص
س الحل: اأفرض اأن ص = )س2 + س − 5( ومنها 

اأعوض في التكامل

 
ص

)2س+1(
)2س + 1()س2 + س − 5(3س =)2س + 1()ص(3 

 + جـ 
ص4
4 = ص3ص = 

 + جـ
)س2 + س − 5(4

4  =
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اأجد التكاملات ال�آتية:

س١: )2 − 3س( 3س

 3س
) س − 1(5

 :س٢

س( :3س + ب( 4س ،  ، ب ثوابت

س :4س2)س 4)1 + 3س

)2س −  2)1س 2
1

س5: 

)2س − 5()س2 − 5س +  2-)7س 1
٠

س6:  

  س

3س − 1   :7س

س س2 + 4س + 5 س :8 )س + 2( 3 

تمارين ومسائل )6-4(
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٢4

1( اإذا كان /)س( س = 3س − 4س2 + 2، ما قيمة /)1( ؟

س؟ س2 2( جد س 3

بس = 2، ما قيمة/ قيم الثابت ب ؟ 
ب

1

3( اإذا كان 

.)1( 3 اأجد = )٠( ،4س3 + س2 − 2س = )س(/ اإذا علمت اأن )4

 
5( اإذا كان ميــل الممــاس لمنحنــى عنــد اأي نقطــة عليــه يعطــى بالعلاقــة /)س( = 3 − 2س، مــا قاعــدة 

ال�قتــران )س( علمــاً بــاأن منحنــى )س( يمــر بالنقطــة )1، 6(.

ورقة عمل
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٢5

نموذج اختبار

جابة الصحيحة فيما ياأتي: س١: اأضع دائرةً حول رمز ال�إ
1( ما ال�قتران الذي يمثل اقتراناً اأصلياً للمشتقة /)س( = 4س2 + 6س + 2 ؟

س3 + 6س2 + 2س + 1 4
3 س3 + 3س2 + 2س + 1     ب( )س( =  4

3 اأ( )س( = 

س3 + 3س2 + 2 4
3 جـ( )س( = ٨س + 6       د( )س( = 

2( اإذا كان /)س( س = 3س − 4س2 + 2، ما قيمة /)1( ؟
اأ( -٨                 ب( -5                    ج( 1                 د( صفر

/)س( س = 12، وكان )5( = 2)2(، ما قيمة )2( ؟   
5

2
3( اإذا كان 

اأ( 12                ب( 5                    ج( 4                 د( 2

)2س + 3س1 + 2( س، ما قيمة هـ/)2(؟ 
3

٠
4( اإذا كان هـ)س( = 

اأ( صفر              ب( 3                    ج( ٨                د( 15   

بس = 2، ما قيمة/ قيم الثابت ب ؟ 
ب

1
5( اإذا كان 

اأ( 1 ، 2             ب( 1 ، -2             ج( -1، 2            د( -1 ، -2   

ق)س(س ؟ 
5

2
ق)س(س = -2، ما قيمة  

5

7
3ق)س(س = ٩،  

7

2
6( اإذا كان 

ج( 5        د( 1 اأ( 7       ب( 11  

. https://www.wepal.net
www.wepal.net | RESOURCE #114109 | TRACK 873fb71378c0b2dd



٢6

)س2 + 2س +  5)1س 
1

1
س٢:  جد 

س3: جد )2س +  7)3س   

هـ)س( س = -4،  
3

1
)س( س = 7 ،  

3

1
س4: اإذا كان 

)2)س( − 5هـ)س( +  )2س؟ 
3

1
       ما قيمة

)س2+ س +  2)4س. جد )2س + 1( 3 س5: اأ
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